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BLBLIOGRA FIA 


PODRĘCZNIKÓW, BROSZUR I ARTYKUŁÓW DOTYCZĄCYCH 


RACHUNKU WYKREŚLNEGO 


ORAZ 


STATYKI I DYNAMIKI WYKREŚLNEJ. 


Rachunek Wykreślny i jego zastosowania zyskują obecnie coraz większe koło zwolenni- 
ków, uważaliśmy więc za stosowne podać tu bibliografię prac dotyczących téj gałęzi 
wiedzy. Posługiwaliśmy się tu głównie pracą p. WeyRaucH'a Ueber die graphische Statik, 
ogłoszoną w 1874 r., którą staraliśmy się dopełnić pracami nowszemi aż do dni dzisiej- 
szych. 


SPIS ALFABETYCZNY. 


A. — STATYKA WYKREŚLNA 


(WRAZ Z RACHUNKIEM WYKREŚLNYM) 


I. — PODRĘCZNIKI STATYKI WYKREŚLNEJ. 


4. ABAKANOWICZ Bruno. Zarys Statyki Wykreślnćj. Część pierwsza. Lwów, 1876. (Dzieło do- 
tychczas jedyne w języku polskim. Autor posiłkuje sią przeważnie dziełem v. Culmann'a. Wy- 
kład elementarny nie odznacza się dokładnością matematyczną. 

2. BAUSCHINGER. £'/emente der Graphischen Statik, mit Atlas von 20 Tafeln. Miinchen, Oldenburg, 
1871. (Dzieło to nie posługuje się wcale wyższą geometryą.) 

3. CREMONA. Elementi di calcolo grafico. Torino, 1864. 

A CULMANN K. Die Graphische Statik mit Atlas von 36 Tafeln. Zürich, Meyer und Zeller, 1866. 
(Dzieło wiekopomne i najzupełniejsze; obecnie znajduje się w druku wydanie drugie, któ- 
rego tom pierwszy ukazał się już w roku 1875.) 

5. LEVY Maurice. La Statique graphique et ses applications aux constructions, texte et atlas. Paris, 
Gauthier-Villars, 1874. (Podręcznik opracowany na zasadach elementarnych, jedyny w języku 
francuzkim. Dzieło p. Levy'ego, według naszego zdania, prędzćj można nazwać dziełem traktu- 
jacém o nauce niż samą naukę, główną jego ozdobą jest część pierwsza.) 
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. v. OTT. K. Die Grundzüge des graphischen Rechnens und der graphischen Statik. Prag, Calwe, 1870. 


Wydanie drugie w 1872. (Dziełko bardzo przystępne dla początkujących, na zasadach całkiem 
elementarnych. ) 


. REULEAUX. Hilfslehren aus der Graphostatik, w wydaniu trzecićm dzieła der Constructeur. Braun- 


schweig, Vieweg, 1872. 


. ROLLA. Elementi di Statica grafica. Milano, 1874. 


II. DZIEŁA TRAKTUJĄCE O STATYCE WYKREŚLNEJ. 


. Dr WEYRAUCH. Veber die graphische Statik. Leipzig, Teubner, 1874. (Dziełko to jest przedru- 


kiem, opatrzonym przypiskami, artykułu tegoż autora uprzednio wydanego pod tymże tytułem 
w Zeitschrift für Mathematik und Physik. 1874, 5 Heft.) 


III. — ARTYKUŁY I BROSZURY ZE STATYKI WYKREŚLNEJ. 


. CREMONA B. Ze figure reciproche nella Statica grafica. Milano, Lenger, 1872. (Wolny przekład 


niemiecki tego dzieła znajdujemy w Ztsch. d. ostr. Arch. und Ing. Vereines, 1873, str. 230.) 


. COUSINERY E.-B. Application des procédés du calcul graphique à divers problèmes de stabilité. 


Paris, 1839. (Zasługuje na uwagę szczególnie dla podanego sposobu do obliczania grubości ło- 
żysk oporowych.) 


, GOTTERILL J.-H. On the grophic construction of bending moments. Engineering. London, 1869. 


(Autor wykłada teoryę belek prostych, uwzględniając prace Culmann'a i Reuleaux.) 


. GULMANN K. Ueber das Parallelogramm und über die Zusammensetzung der Kræfte. Vierteljahr- 


schrift d. Naturforsch Ges. zu Zürich, 1870, str. 1. 


. EGGERS H. Grundzüge einer graphischen Arithmetik. Schaffhausen, 1865. (Słaży do wykreślania 


równań i szeregów.) 


. FRÆNKEL W. Zur Theorie des elastischen Bogentreger. Ztsch. d. hannæv. Arch. u. Ing. Vereins. 


1869, str. 115. 


. GRUNERT J.-A. Ueber eine graphische Methode zur Bestimmung des Schwerpunktes eines beliebigen 


Vierecks. Archiv d, Math. und Phys., LII, 1871, str. 494. 


. HARLACHER A.-R. Die Stützlinie im Gewælbe. Tech. Blætter, 1870, str. 49. (Artykuł ten ułożony 


jest według Culmann’a.) 


. HÆSELER C. Beitrag zur Theorie der Futter- nnd Stützmauern, Ztsch. d, hannæv. Arch. u. Ing. 


Vereins. 1873, str. 36. (Według Culmann'a. ) 


10. HEUSER. Zur Stabilitdtsuntersuchung der Gewalbe. Deutsche Bauzeit. 1812, str. 365. 


ti: 


— Graphische Ermittelung der Ordinaten des Schwedlerschen Tregers. Ztscht. für Bauwesen v. Erb- 
kam, 1873, str. 523. (Sposób ułatwiony.) 


JÆGER Eug. Das graphische Rechnen (Promotions-Dissertation). Speyer, 1865. (Służy do wykre- 
ślania równań i szeregów.) 


12. H. JENKINS. On the practical application of reciprocal figures to the calculation of strains of from- 


work. Transact. of the R. Soc. of Edinbnrgh, 1870 (XXV), str. 441, 
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13. MOHR, Beitrege zur Theorie der Holz und E'isenconstructionen. Ztsch. d. hannav. Arci. u. Ing.+ 


Vereins. 1868, str. 19 i tamże, 1870, str. 41. 
— Theorie der Bogenfachwerkstraeger. Hanna-Bauz, 1814, str. 223. 


— Beitrag zur Theorie der elastischen Bogentreeger. Ztsch. d. hannav. Arch. u. Ing.- Vereins. 1870, 
str. 389. (Artykuł ten zawiera w sobie także i krytykę metody p. Froenkel'a.) 


— Beitrag zur Theorie des Erddruckes. Ztschr des hannæv. Arch. u. Ing.- Vereins. 1811, str. 384. 


14. 


15. 


16. 


17. 


(Z uwzględnieniem nowych teoryj analitycznych.) 


MOST. Ueber eine allgemeine Methode, geometrisch den Schwerpunkt beliebiger Polygone und Po- 
lyeder zu bestimmen. Arch. d. Math. und Phys. 1869, str. 355. 


PONCELET T.-V. Mémoire sur la stabilité des revêtements et leurs fondations. Mém. de loff. du 
Génie. 1838, XIII. (Jest to pierwsza teorya analityczno-wykreślna w tym przedmiocie, tłomacze- 
nie niemieckie, w 1842, p. Lahmeyer odbitka w Paryżu 1842.) 


RANKINE. Manuel of civilengineering. London. 4 ed., 1865. (Metoda wykreślna do obliczania 


parcia ziemi na mury oporowe.) 


RITTER W. Die elastische Linie und ihre Anwendung auf den continuirlichen Balken. Lurich, 
1871, Meyer und Zeller. (Ta praca p. Rittera odznacza się wielką jasnością wykładu. Autor 
w dziełku tém przedstawia nam metodę Mohra, którój znaczenie jest niezaprzeczalnóćm.) 


— Anwendung der neuen Theorie des continutrlichen Tregers auf Drehbriicken. Notizblatt des techn. 


Vereins zu Riga. 1874, VII u. VIII. 


18. SAINT-GUILHEM. Mémoire sur la poussée des terres avec ou sans surcharges. Ann. des ponts et 
chaussées. 1858, I sem., str. 319. (Ułożony według metody Poncelet'a.) 

19. SCHAEFFER. Grophische Ermittelung der Ordinaten des Schwedlerschen Tregers. Erbkan's Ztschr, 
1875, str. 237, a także w 1874, str. 391. 

20. SCHEFFLER H. Der Situdtions-Calcul. Braunschweig, 1851. 

24. SOLIN J. Geometrische Theorie der continuirlichen Träger. Mitth. d. Arch. und Ing. Vereins in 


22. 


23. 


Böhmen, 1873, 


STAMM E. Sul calcolo graphico dei polinomi intieri et rationali della forma c"--z""'--...qa--l, 
W czasopismie Rendi conti del Reale Instituto Lombardo. Milano, 1864. (Służy do wykreślenia 
równań i szeregów.) 


SZYSTOWSKI M. Teorya sklepień, — Nowy sposób kreślenia krzywćj ciśnień w shlepieniach. 
Paryż, 1877, Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych, t. IX. 


— Nouvelle théorie de la courbe de pression. Ann. Industrielles, 1811. Drugie półrocze. 


24 


25 


. VÓLA. Beitrege zur yraphischen Berechnung elastischer Bogentreger mit Kcempfergelenten. Mitth. 
d. Arch. und Ing. Vereins in Behmen, 1813. 


. WINKLER E. Theorie der Brücken. Wien, Gerold, 1872, (Dzieło to zasługuje na szczególną 
uwagę specyalistów.) ; 


pe Neue Theorie des Erddruckes. Wien, Waldheim, 1872, 


http://rcin.org.pl 


RACHUNEK WYKREŚLNY NA PŁASCZYZNIE. | 9 


B. — DYNAMIKA WYKREŚLNA. 


4. KOPP, Zur graphischen Phoronomie, Ztsch. f. Math. und Phys. 1812, str. 12. 


2. PRELL. Begründung graphischer Methoden zur Læsung dynamischer Probleme. Givil- Ingenieur, 1813. 


3. PRÆLL. Versuch einer graphischen Dynamik mit 10 Tafeln. Leipzig, Felix, 1874. 


4. SEEBERGER. Ableitung der Theorie der oberschlæchtigen Wasserræder. Civilingenieur, 1869, 


str, 398, tamże, 1870. str. 439. 


SPIS CHRONOLOGICZNY DZIEŁ POWYŻEJ PRZYTOCZONYCH. 


(Cyfra rzymska oznacza dział do którego praca autora jest zaliczoną ; cyfra zwyczajna, N° porządku.) 


1838 
1839 
1851 
1858 
1864 
1865 
1865 
1865 
1866 
1868 


1869 - 


1870 


1871 - 


Poncelet J.-V (NI, 15), Metz. 
Cousinery E.-B. (III, 2), Paris. 
Scheffler H. (III, 20), Braunschweig. 
Saint-Guilhem (III, 18), Paris. 
Stamm E, (III, 22), Milano. 

Eggers H. (III, 5), Schaffhausen. 
Jeger Eug (III, 11), Speyer. 
Rankine (III, 16), London. 

Culmann K. (I, 4), Zürich. 


- Mohr (III, 13). 


Cotterill T.-H. (III, 3). 
Frænkel W. (III, 6). 

Most (III, 14). + 

Seeberger (Dyn. Wykr., 4). 
Culmann K. (III, 4), Zürich. 
Harlacher A. R. (III, 8). 


- Jenkin (III, 12), Edinburgh. 


Mohr (UI, 13). 

v. Ott K. (I, 6), Prag. 
Seeberger (Dyn. Wykr, 4). 
Bauschinger (1, 2), München, 
Grunert T.-A (III. 7). 

Mohr (III, 13). 

Ritter W, (III. 21). Zürich. 


1872 


1875 


1874 


1875 
1876 


1877 -— 


Cremona B. (III, 1), Medyolan. 
Heuser (III, 10). 

Kopp (Dyn. Wykr., 1). 

v. Ott K. (I. 4), Prag. 
Reuleaux (I, 7), Braunschweig. 
Winkler E. (III, 25), Wien. 
Heeseler C. (UI, 9). 

Heuser (III, 10). 

Præl (Dyn. Wykr, 2), Leipzig. 
Schaffer (II, 19). 

Solin T. (III, 21). 

Vóla (III, 24). 


- Cremona (I, 3), Milano. 


Lévy Maurice (l, 5), Paris. 
Mohr (Ill, 13). 

Prell (Dyn. Wykr., 3), Leipzig. 
Ritter W. (III, 17), Riga. 

Rolla (I, 8), Milano. 

Schaeffer (III, 19). 

Dr Weyrauch (II, 1), Leipzig, 
Calmann K. (I, 4), Ziwich. 
Abakanowicz Br. (I, 1), Lwów. 
Szystowski M. (III, 23), Paryż. 
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WSTĘP 


Przedmiot nauk wykreślnych i ich podział, — Nauki wykreślne, są to nauki podające sposoby 
rozwiązywania kwestyj nauk matematycznych za pomocą wykreślenia geometrycznych figur. 


Nauki Wykreślne dzielą się na : 
A) Nauki Wykreślne w ścisłóm znaczeniu tego wyrazu : 
a) Geometrya Wykreślna, (Gćometrie Dćseriptive, Darstellende Geometrie) ; 
b) Geometrya położenia (Géométrie perspective, Geometrie der Lage), 
c) Rachunek Wykreślny (Calcul graphique, Graphisches Rechnen). 
B) Nauki Wykreślne stosowane : 
Nauki z tego działu, studyowane dotychczas są : 
a) Statyka Wykreślna (Statique graphique, Graphische Statik) ; 
b) Dynamika Wykreślna (Dynamique graphique,Graphische Dynamik); 
a w przyszłości może one obejmą : Fizykę, Statystykę,i t. p. 


Zadanie Rachunku Wykreślnego i jego podział, — Rachunek Wykreślny ma za przedmiot podać 
sposoby rozmaitych działań na liniach za pomocą liniału i cyrkla i wykazać związki otrzymawych ziąd 
wypadków z danemi liniami. 


Rachunek Wykreślny dzieli się na : 
1. Rachunek Wykreślny na płasczyznie; 
II. Rachunek Wykreślny w przestrzeni. 


W niniejszćj pracy mamy zamiar traktować część pierwszą Rachunku Wykreślnego, czyli Rachunek 
Wykreślny na płasczyznie. 


Analitycznie każda wielkość wyraża się liczbą, otrzymaną z porównania danćj wielkości z pewną 
wielkością téj samćj natury wziętą za jedność. Graficznie wszelka ilość rzeczywista + A, a nawet 
wszelka ilość urojona + B/— 1 lub wieloraka + A+ BY=— 1 może być przedstawiona linia prostą, 
na podstawie pewnćj wielkości, wziętćj za jedność porównania. I tak naprzykład : dla ilości rze- 
czywistych, jeżeli pewną siłę, objętość lub ciężar przedstawimy długością 18° centymetra, to prosta, 
którćj długość równą jest n centymetów, przedstawiać nam będzie siłę, objętość, ciężar n razy 
większy. I odwrotnie, oznaczywszy powierzchnię lso metra kwadratowego, ciśnienie 1% atmosfery, 
przeciąg czasu równy 14 godzinie i t. p., długością E milimetrów, wypadnie wtedy powierzchnię n 
metrów kwadratowych, ciśnienie n atmosfer, przeciąg n godzin i t. p., przedstawić prostą nk mili- 
metrów długości. 


Linia prosta, prócz znaczenia czysto geometrycznego, może więc być uważana jako wykreślenie 
wszelkićj ilości wielorakićj i rozpatrywana z tego punktu widzenia, staje się ona potężnóm narzędziem 
do badania rozmaitych związków istniejących między wielkościami wchodzącemi w zakres nauk 
matematycznych. Linia prosta stanowi zatćm naturalny punkt wyjścia Nauk Wykreślnych. 
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ROZDZIAŁ I 


WIADOMOŚCI WSTĘPNE 


$4. Cechy określające linie wchodzące w zakres Rachunku Wykreślnego. — Cechy określające 
linię prostą podlegającą studyom Rachunku Wykreślnego są następujące : 

1° Jéj położenie, to jest jéj nachylenie i odległość od pewnych, wyznaczonych na płasczyznie linij. 
Analitycznie wyraża się ono równaniem ` ar-|-by-|-c—=0, stosującćm się, jak wiadomo, do kaźdćj 
linii prostćj. 

2 Jéj początek, to jest punkt wzięty na jéj położeniu, od którego się odkłada w jedną lub w drugą 
stronę, liczebna wielkość linii. 

3° Jéj kierunek, to jest stronę w którą dana linia została przebieżoną przez punkt idealny posuwa- 
jacy się po położeniu Léi linii, to jest, po nieograniczonćj prostćj otrzymanćj z przedłużenia danćj 
linii. 

4" Jéj wielkość, to jest stosunek długości przedstawionćj na rysunku do przyjętćj skali, czyli do 
długości wziętćj za jedność miary. 

Zestawiając pojęcie o kierunku linii z pojęciem o ruchu wypada, że Początek danćj linii jest punkt 
w którym punkt ruchomy jéj dosięga. Koniec linii jest punkt w którym punkt ruchomy ją opuszcza. 

Ztąd wynika, że mając początek danćj'linii, znamy przez to jój kierunek. 


Dla oznaczenia początku linii będziemy się posługiwali kreska prostopadłą do położenia tćj linii 


tak naprzykład na (fig. 1) punkt m przecięcia się kreski ab z linia A jest początkiem linii A. 


KA 


Dla oznaczenia kierunku linii będziemy używali strzałki 
wykreślonćj na samćjże linii i zwróconćj swóm ostrzem 


w stronę odbytego idealnego ruchu. 


Strzałka ta może być ustawiona bądź przy końcu linii, 


bądź téż w dowolnym jéj punkcie, jak wskazuje fig. 1. 


S 2. Używanie strzałek jest nadzwyczaj dogodnóm we wszystkich kwestyach gdzie wchodzi pojęcie 
o ruchu. Jako przykład, uważajmy dwa punkta Ai B (fig. 2)i oznaczmy kierunek możliwego ich 
ruchu odpowiednią strzałką nakreśloną przy każdym punkcie. Z podanych przypadków widzimy na- 
tychmiast, że w pierwszym razie, strzałki mające kierunki przeciwne lecz dośrodkowe oznaczają przy- 
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ciąganie, albowiem możliwy ruch punktu A jest skierowany ku B, a ruch punktu B jest zwrócony 


ku À. 


W drugim razie, strzałki kierunku przeciwnego, lecz odśrodkowego, oznaczają odpychanie, gdyż tak 
punkt A jak i punkt B mają dążność do oddalenia się od obecnego ich położenia, punkt A — na lewo, 
a punkt B —na prawo. 


Nareszcie, w trzecim razie, gdzie strzałki obu punktów są zwrócone w tę samą stronę widzimy, że 
punkt A dąży do zbliżenia się do punktu B, ponieważ jego 
strzałka oznacza kierunek do B; zaś punkt B dąży do odda- 
lenia się od punktu A, gdyż strzałka punktu B oznacza 
właśnie kierunek od A. Krócćj mówiąc możliwy ruch 


punktów A i B ma za kierunek prostę AB. 


Co się tyczy przypadku czwartego, różni się on od przy- 
padku poprzedniego tylko tém, że kierunkiem ruchu punk- 
tów A i B jest tutaj prosta BA. 


Jeżeli punkta A i B, brane dotąd w znaczeniu geometrycznóm, uważać będziemy za punkta małe- 
ryalne, posiadające same w sobie własność wzajemnego na siebie oddziaływania, wtedy rysunek bę- 
dzie wyrażać 


W pierwszym przypadku wzajemne przyciąganie się punktów A i B; 


» 2gim » wzajemne ich odpychanie się; 
» 3cim » punkt A, przyciągany przez punkt B, odpycha od siebie punkt B; 
» pm » punkt A, odpychany przez, punkt B, przyciąga punkt B. 


$ 3. Równość linij. — Linie dodatne i odjemne. — Na zasadzie wskazanego zapatrywania się 
na linie proste, powiadamy że: Dwie linie są równe, czyli że pomiędzy niemi istnieje własność 
tożsamości, jeżeli wszystkie cechy określające linię, są dla nich jedne i te same. I tak linieA i B są 
równe, jeżeli ich wielkości są równe, aich położenie, początki i kierunki są te same, co znaczy, że 


dwie linie zlewają się z sobą i stanowią jedną linię. 


Rozpatrywanie przypadków, gdzie tylko niektóre z cech są wspólne danym liniom, prowadzi nas 
do określenia linij dodatnych, odjemnych, linij tego samego lub tćż przeciwnego sobie kierunku. 


Uważajmy dwie linie A i B (fig. 3) mające to samo położenie MN; ale jedna z nich została ulwo- 
rzona ruchem punktu wykonanym od a do a', druga zaś 
ruchem punktu od b do b'. Może się zdarzyć że punkta ai 
b stanowią jeden i Lenże sam punkt; w takim razie linie A 
i B, prócz wspólnego położenia, będą jeszcze miały i 
spólny początek; w obydwu jednak przypadkach, sposób 
tworzenia się linii A jest przeciwny sposobowi utworzenia 
linii B. Dla odróżnienia więc natury linij A i B, używamy 
w Rachunku Wykreślnym strzałek zwróconych swém 


ostrzem w stronę odbytego ruchu; w analizie zaś nadajemy takim liniom znaki pewne : +i —. 
Linie A i B zowią się w Rachunku Wykreślnym liniami przeciwnego kierunku, zaś w analizie noszą 


one nazwę linii dodanej i linii odjemnćj. 
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$ 4. Kierunek dodatny lub odjemny, również jak linie dodatne lub odjemne, nie istnieją same 
przez się. Jest to pojęcie względne, .zależące od porównania dwóch linij między sobą ; to jest, linia 
może być nazwana odjemną tylko w obec dragićj linii przyjętćj za dodatną i odwrotnie. Tak naprzy- 
kład, na fig. 3, linia B będzie odjemną, jeżeli A jest dodatną, dodatną, jeżeli linię A weźmiemy za 


odjemną. To co mówimy o znaku linij A i B, stosuje się do kierunku tych linij. 


S$ 5. Linie tego samego, przeciwnego i rozmaitego kierunku. — Rozpatrując wzaj. mne poło- 
żenia linij równoległych możemy podać następujące ogólne okreś'enia : 


gz 


l° Dwie, lub jakakolwiek liczba linij są liniami jednakowego kierunku, jeżeli ich położenia są równo 


ległe, a strzałki zwrócone w tę samą stronę. I tak (fig. 4), linie (A, B,C,... , jak również linie 


(a, b, ©,...) są liniami tego samego kierunku. 


2 Dwie, lub jakakolwiek liczba linij są liniami kierunku przeciwnego, jeżeli one mają położenie ró 


wnolegle ale strzałki zwrócone w przeciwną sobie stronę. Jeżeli zaś linie będą tego samego 
nazwiemy je, dla odróżnienia, liniami kierunku wprost przeciwnego. Tak np., system linij (A, B, C) jest 
kierunku przeciwnego kierunkowi linij systemu (a, 4, ¢, d); i każda z osobna linia pierwszego sy 
temu np. A jest kierunku przeciwnego z jakąkolwiek linia 
c drugiego systemu. Linie zaś A ia, Bib, Cic są liniami 


kierunku wprost sobie przeciwnego. 


Z punktu widzenia analitycznego, jeżeli system linij 
A, B, C, D) jest dodatny, system „b,c, d) będzie odjemny, 
i każda z osobna linia tego systemu np. d bedzie odjemna 
względem jakiejkolwiek linii B systemu (A, B, C, D). 

39 Linie rozmaitego ki iku są to linie (fig. 5), któryc! 


położenia nie są równolezłe, jakaby zreszta nie była oryen- 


tacya ich strzałek. 


Określenie linij tego samego, przeciwnego lub rozmaitego kierunku, wynikające z innego punktu 


widzenia. podamy w jednym z następujących paragrafów. 


§ 6. Pęk linij; ich węzeł. — W Rachunku Wykreślnym system linij, których połozenia przecho 
ART. X. 2 


40 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM X. 
dzą przez jeden i ten sam punkt, będziemy nazywali pękiem, a sam punkt, spólny wszystkim liniom, 
nazwiemy węzłem. 

Takie określenie pęku jest ogólne, albowiem : 

Is Jest niezależne od kierunku linij, co znaczy, że kierunek każdćj z danych linij może być do- 
wolny; 
- % Nie odróżnia ono przypadku, kiedy węzeł leży na samćj linii, od tego, kiedy punkt ten znajduje 
się na jéj przedłużeniu; 

3e Nareszcie, stosuje się ono i do tego szczególnego przypadku, kiedy wszystkie dane linie wy- 
chodzą z jednego punktu, lub téż wszystkie zbiegają się w jednym punkcie. 


Fig. 6. 


Na objaśnienie powyższego określenia podajemy fig. 6, która przedstawia nam rozmaite: pęki linij 


i gdzie punkt O oznacza węzeł danego systemu linij. 


$ 7. Pęk kierunków. Wielobok kierunków. — Widzieliśmy, że dla zupełnego wyznaczenia jakiej- 
kolwiek linii potrzeba mieć : 


1) Jéj położenie (wyrażające się analitycznie znajomością spółczynników równania: ax-|- by -- c==0); 
2) Jéj poczatek (to jest spółrzędne x, y tego punktu) ; 
< I IA? 

3) Jéj kierunek, wskazany strzałką (a analitycznie wyrażony katem liczonym według pewnćj ugody) ; 

4) Jéj wielkość, dana liczebnie, wraz ze skalą na jéj przedstawienie. 

Ale mogą się zdarzyć kwestye, gdzie niektóre z wymienionych cech stają się obojętnemi, to 
jest, gdzie się rozpatrują już nie linie wyznaczone, ale cały system linij, mających pewien spólny cha- 
rakter. 

I tak, naprzykład, możemy mieć do roztrząsania takie zadania, w które wchodzić będą tylko nie- 
które elementa linii, a mianowicie : 

a) Bądź położenie linii i jej kierunek, 

b) Bądź wielkość linii i jćj kierunek. 

Studyowanie linij może być jeszcze więcćj skrócone i ograniczyć się na rozpatrywaniu samego 
tylko ich kierunku. 

1° W przypadku kiedy dane nam jest położenie linii i jéj kierunek, a właściwićj kierunek tego po- 
łożenia, wielkość linii nie odgrywa żadnćj roli; przypadek taki obejmuje zatćm nieskończoną ilość 
linij dowolnéj wielkości, wziętych na danćj prostćj, i każdy jój punkt od — ze do + © , lub téż od La 
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do — =, stosownie do strony danego kierunku, może być obrany za poczatek linii, na którćj mają się 
opierać wymagane zadaniem rozumowania 


Wynika ztąd, że jeżeli w skutek badań przyjdziemy do odkrycia jakiejkolwiek własności tyczącej się 
danego położenia, własność ta przysługiwać będzie całemu szeregowi linij skończonych, wziętych na 
tém położeniu. 


Ponieważ w uważanym przypadku prosta ac-- by-H c=0 jest do naszego rozporządzenia na całćj 
swćj rozległości od — ze do-- w, więc strzałka oznaczająca kierunek danego położenia, może być 
postawioną w dowolnym punkcie tćj prosićj. 


2 W przypadku, kiędy rzeczywiste położenie linii na płasczyznie jest dla kwestyi obojętnóm i gdzie 
elementa wchodzące w zadanie są tylko : wielkość linii i jéj kierunek, nieskończona ilość prostych do 


siebie równoległych i zoryentowanych według strzałki oznaczającćj dany nam kierunek (fig. 7, a i b), 


Fig Ze 


może być uważaną za położenie linii, którćj wielkość / wchodzi do naszego zadania. Ale raz obrawszy 
jednę z tych prostych i odłożywszy na nićj od danego punktu O, jako początku, w stronę wskazaną 
przez daną nam strzałkę, długość / OE, przystoi dla oznaczenia kierunku (er linti umieścić strzałkę 
między jćj skrajnościami O i E, gdyż teraz obrana prosta jest do naszego rorporządzenia, tylko 


w rozległości OEi na tćj tylko długości obchodzi nas jéj kierunek, 


$ 8. Pęk kierunków. — Wielobok kierunków. — System dany może się składać z linij najrozma- 
itszego kierunku (tak naprzykład rysunek może przedstawiać pewną grupę sił działających w różne 
strony. Kierunki tych linij mogą być porównywane bądź względem siebie, bądź tćż względem pe- 
wnego, wyznaczonego kierunku przyjętego za kierunek oryentacyjny. Nadto, biorąc linie dane w pe- 
wnym porządku, możemy szukać w jaki sposób kierunki ich następują po sobie, w miarę następstwa 


samych linij składających system . 


E PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W A RYŻU. TOM X. 


Studyowanie kierunku danych linij, może być wykonane za pomocą wykreślenia figur pomocni 
czych. Figury te mogą być dwojakiego rodzaju : a) pek kierunków danych linij; b) wielobok kierunku 


tych linij 


Pęk kierunków służy do porównania rozmaitych kierunków pomiędzy sobą z prostego spojrzenia. 


Dosyć będzie dla tego z dowolnego punktu W płasczyzny |fig. 8 (%)| jako węzła, wyprowadzić linie 


5 


a,b,e,...h równoległe do linij danych A, B,C,... H i opatrzyć je odpowiedniemi strzałkami. 
Jeżeli przyjmiemy sposób liczenia kątów powszechnie używany, wtedy zboczenie jednego jakiego 
kolwiek kierunku Wa, względem drugiego Wd, wyrazi się różnica katów XWd— XWa, to jest będzie 
się ono mierzyło katem aWd linij danych A i D. Podobnie, zboczenie kierunku linii H, względem 


kierunku linii C, wyrazi się różnica katów : (180° -£X'Wh XW AW p 


Fig. 8. 


Wielobok kterunków służy do wykazania następstwa kierunków linij wziętych w pewnym porządku. 
W tym celu wyprowadzamy z dowolnego punktu P płasczyzny (c) prostę A'równoległę do linii A 
danego systemu i dajemy jéj strzałkę linii A; potém z dowolnego punktu a tak wykreślonćj prostćj, 
prowadzimy równoległę D do linii B i opatrujemy ją również strzałką linii Bit.d , aż do ostatnićj 


linii A systemu. Otrzymany ztąd wielobok Paś. ..Q, przedstawiać będzie zestawienie wszystkich 
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kierunków wchodzących w skład danego systemu i może być w skutek tego nazwany wielobokiem kie- 
runków danych linij, A,B, ...H. 


Jako szczególny przypadek może się zdarzyć taki system, w którym rozmaite składające go linie 
układają się tak, że początek każdćj linii, jest zarazem końcem linii poprzedzającćj. Przebiegając wtedy 
utworzoną ztąd linię łamaną od jéj poczatku do końca, postępujemy w kierunku rozmaitych linij sy- 
stemu, który będzie zatém swym własnym wielobokiem kierunków. 

Przy studyowaniu kierunku linij, ich wielkość zostanie z zadania usunięta, a zatém strony Pa, af... 
wieloboku kierunków Paó... H mogą być jakiejkolwiek długości. Jednakże, zważając, że ta do- 
wolność w wykreśleniu linij A, B',... nie przedstawia żadnćj korzyści, a mając przy tém wzgląd 
na to, że wielobok kierunków którego strony są odpowiednio równćj wielkości z liniami danemi 
znajduje nadzwyczaj często i pożyteczne zastosowania, będziemy taki tylko rodzaj wieloboków uwa- 
żali na przyszłość. 

Rozpatrując wielobok Paó... Q zupełnie niezależnie od systemu linij danych A, B, CG. H (fig. a), 
możemy go uważać jako figurę utworzoną ruchem punktu wychodzącego z A, przebiegającego kolejno 
drożne (trajectoires) ` Pa, ać, .. . i stająacego w punckie Q. Ostateczny wynik tego ruchu jest przenie- 
sienie się punktu ruchomego z jego pierwotnego położenia P na odległość PQ w kierunku linii PQ. 
Oczywistćm jest, że miejsce przybycia punktu ruchomego będzie w zupełności wyznaczone znajo- 
mością odległości PQ i jej kata QPV z pewną osią PV, przyjętą za kierunek oryentacyjny. Widocznćm 
jest nadto, że od punktu P do punktu Q można przejść nieskończoną ilościa sposobów; ale jest wia- 
domo, wszystkie zboczenia ruchomego punktu od kierunku linii PQ wykonane podczas jego przebiegu 
sprowadzają się ostatecznie do zera, a rozmaite jego odległości od punktu wyjścia P daja na ostate- 
czny wynik długość PQ, jakakolwiek byłaby droga przebieżona przez punkt ruchomy między skraj. 
nościami P i Q. 

Wielobok Dag. Q powstał z danych linij, wziętych w alfabetycznym porządku oznaczających je 
liter ; nic nam jednak nie przeszkadza wykreślić wielobok kierunków linij A, B,. .. H, biorąc je 
w innym jakimkolwiek porządku, tak na przykład, po wykreśleniu linii A" równolegle do A i B' ró- 
wnolegle do B, możemy zmienić "porządek następstwa i wykreślić naprzód linię D; równoległa do D, 
a potćm C, równoległa do Ci t. p. O tćj zmianie porządku wypadnie nam późnićj mówić szczegó- 
łowo ; możemy jednak tu nadmienić, że raz obrany punkt wyjścia P, punkt przybycia Q pozostaje 
punktem stałym dla wszelkiego możliwego porządkowania linij danych ; czyli jakbyśmy, zacząwszy 
od punktu P, nie zmieniali drogę ruchomego punktu, przybędzie on zawsze w końcu swego ruchu 
do punktu Q, byleby tylko rozmaite części téj drogi składały się z linij równych i równoległych do 
linij danych. 


uważając, że ostateczny rezultat odbytego po tym wieloboku ruchu, jest taki sam, jakiby wynikł z po- 
ruszania punktu po liuii PQ, w kierunku od P do Q, możemy linię PQ, łączącą punkt wyjścia z punk- 
tem przybycia nazwać droga wypadkową, a kierunek od P do Q kierunkiem wypadkowym uważanego 
wieloboku. 


Zapatrując się na wielobok kierunków i na odległość PQ z punktu widzenia dynamicznego i 


$ 9. Tok linij. — Tok postępowy, cofny, zamknięty. — Uważając jakąkolwiek linię 
Pa (fig, 8) jako utworzoną ruchem punktu, należy odrożniać kierunek, w którym ten ruch 
został dokonanym, czyli innemi słowy, wypada zwracać uwagę na tok linii ; gdyż jedna 
i ta sama linia Pa, zachowując tę samą wielkość i to samo położenie, może być utworzoną 
tak ruchem punktu od P doa, jako tóż od «æ do P. Otóż, podobnie jak w analizie odróżniamy 
kierunek osi XX' i uważamy kierunek OX, idąc od punktu O na prawo, za dodatny, a kierunek OX’. 
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idąc na lewo od punktu O, za odjemny, — w Rachunku Wykreślnym nazywamy ruch punktu w jedną 
stronę od punktu wyjścia tokiem postępowym, a ruch w stronę przeciwną — tokiem cofnym. I tak, że 
jeśli tok linii Pa będziemy uważali za postępowy, ta tok linii «P należy uważać za eofny. Tok postę- 
powy i tok cofny jakiejkolwiek linii, jest coraz większe oddalanie się punktu ruchomego od punktu 
wyjścia w jedną lub w drugą stronę, to jest odP.do a, lub tóż od P do ei, 

Jeśli punkt ruchomy, wychodząc z P, posuwa się ciągle w jedną i tę samą stronę, np. przebiega 
linię PN, tok tego punktu jest tokiem postępowym w całćj swćj doskonałości, gdyż odległość jego 
od punktu wyjścia, uważana w kierunku przyjętego przez ten punkt początkowego ruchu, powiększa 
się nieograniczenie. Podobnie, idąc ciągle w przeciwną stronę, to jest od P do a', tok punktu rucho- 
mego byłby tokiem cofnym doskonałym. 

Z tego poglądu łatwo nam będzie ocenić rodzaj toku dwóch linij Pa i af. I tak, punkt ruchomy, 
przyszedłszy do a, zmienia swój pierwotny kierunek PN na inny kierunek ać ` nic nam jednak nie 
przeszkadza uważać jednocześnie z ruchem punktu po linii ać inny ruch, odbywający się po linii aN 
i taki, że w każdćj chwili położenie punktu ruszającego się po linii «aN, jest rzutem na kierunek PN 
punktu przebiegającego linię af. 

Powiemy wtedy, że droga af, oceniona według kierunku prostéj PN; jest długość ak =af dos (a6,PN) 
i że tok dwóch linij Pa i ać jest tokiem postępowym w kierunku PN, albowiem wynikiem jego jest 
oddalenie się ruchomego punktu od punktu wyjścia P. 

Jeżeli teraz będziemy uważali cały wielobok kierunków Pać... Q, nie doznamy najmniejszćj trudno- 
ści w oznaczeniu rodzaju toku jakiejkolwiek liczby linij, względem danego pierwotnego kierunku; dosyć 
jest bowiem odrzucić w każdćj chwili uważane położenie punktu ruchomego na kierunek dany i 
patrzeć w jaką stronę, względem punktu wyjścia P, punkt ten upada. Tak naprzykład, biorąc za kieru - 
nek oryentacyjny drogę wypadkową PQ widzimy, że rzut punktu e wpada na prostę PQ w punkcie m, 
idąc od P do Q, tok więc linii Pa jest postępowym względem kierunku PQ; podobnież zobaczymy, że 
tok linii ać również będzie postępowy i że tok dwóch linij Pa i ać razem wziętych pozostawał ciągle 
postępowym, gdyż rzut linii st idzie w kierunku odm do n, i t. p. Widzimy przytćm, że ponieważ 
rzut niektórych z linij przekracza punkt Q, tok pewnych stron wieloboku będzie tokiem zwrolnym, 
gdyż summa rzutów wszystkich jego stron : Pa, a6... na kierunek PQ, powinna być równą długości PQ. 


Jeżeli punkt ruchomy przychodzi w końcu swego ruchu do punktu wyjścia P, wtedy tok całego 
wieloboku jest zamknięty i summa rzutów wszystkich dróg w ten sposób przebieżonych, na jakikol- 
wiek kierunek, jest zerem. Te wiadomości znane powszechnie z analizy, nie potrzebują dalszego nad 
niemi zastanowienia się, 


$ 10. Oznaczenie wieloboku. — Dla oznaczenia rozmaitych części wieloboku będziemy, zamiast 
liter używali cyfer po sobie następujących : 1, 2, 3, 4, ...; każdą 
stronę wieloboku będziemy oznaczali jedna tylko cyfrą. Nadło, zgo- 
dzimy się, raz na zawsze, ustawiać te cyfry w taki sposób ażeby ich 
naturalny wzrastający porządek wskazywał nam kierunek cyklu, to 
jest porządek w którym rozmaite strony wieloboku zostały kolejno 
przebieżone przez punkt idealny. 


Punkt przecięcia się dwóch stron wieloboku po sobie następują- 
cych i oznaczonych cyframi n i n-- 1, będziemy zwykle oznaczać przez 
punkt (n,n-L 1). 


Przyjąwszy powyższą ugodę, używanie strzałek staje się wtedy nie» 
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koniecznóm, albowiem znajomość początku i końca każdćj strony, wypływa ztąd samo przez się, 
a mianowicie : 


Początek jekićjkolwiekbądź strony danego wieloboku będzie jéj przecięcie się ze stroną ozna- 
czoną przez cyfrę bezpośrednio niższą, a koniec jéj przecięcie się ze stroną oznaczoną przez cyfrę 
bezpośrednio wyższą. 


Jednak, ustawianie strzałek jest zawsze dogodnóm i chroni od pomyłek mogących zajść podczas 
kreślenia rysunków. 


Figura 10 przedstawia wielobok utworzony z pięciu stron : 1, 2,3, 4, 5. 


Widzimy od razu, że początek wieloboku jest w punkcie a, a jego koniec w punkcie b. Początek 
naprzykład strony 3 jest jćj przecięcie się z linią 2, czyli punkt (3, 2), to jest punkt p; koniec zaś 
strony 3 jest jćj przecięcie się z linią 4, czyli punkt (3,4), to jest p. 


ROZDZIAŁ II 


DZIAŁANIA NA LINIACH. 


$ 44. Wielobok pierwszego rzędu danych linij. — Uważajmy system linij dowolnie na płasczyznie 
ugrupowanych i danych, co do ich położenia, kierunku, początku i wielkości ($ 4). Jeżeli z jakiego- 
kolwiek punktu, dowolnie na Léi płasczyznie obranego, wyprowadzimy linię równoległą do jednćj 
z linij danych i mającą jéj wielkość i jéj kierunek a następnie, jeżeli wychodząc z końca tak otrzyma- 
néi linii, powtórzymy podobne wykreślenie dla innćj z linij danych i t. d. aż do wyczerpania wszyst- 
kich danych linij, to otrzymamy ztąd szereg linij po sobie następujących, z których każda będzie 
równoległą do jednćj z linij danych i będzie miała jéj wielkość i kierunek. Taki szereg linij będziemy 
nazywali wielobokiem pierwszego rzędu danych linij. 


Punkt od którego się zaczyna wykreślenie tego wieloboku to jest jego początek nazwiemy bizgunem 
danych linij. 


Zauważmy, że ponieważ wykreślenie wieloboku pierwszego rzędu jest tylko przeniesieniem 
(translation) linij danych i zestawieniem ich skrajności, więc na mocy określenia równości linij 
(§ 3) wypada, że każda strona tego wieloboku jest równa linii danćj jéj odpowiadającćj. Z para- 
grafu zaś 8 widzimy, że wielobok pierwszego rzędu danych linij, jest to cykl albo wielobok kierunków, 
którego strony mają wielkość linij danych im odpowiednich. 
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Linie dane zwykle oznaczać będziemy cyframi zwyczajnemi : 1, 2, 3, 4..., a odpowiednie im 
strony wieloboku 28% rzędu tych linij cyframi kresko- 


wanemi 1',2. 3,4. 


Figura 11 (a) przedstawia system złożony z siedmiu 
linij, danych co do ich położenia, kierunku i wielkości; 
figura (b) wyraża wielobok le? rzędu tych siedmiu linij. 
Strona H jest równoległą do linii 1 i ma wielkość tój li- 
nii; strona 2' jest równoległą do linii 2, i jest (éi samej co 
i linia 2 wielkości, i t. d. Rozmaite strony wieloboku 
mają kierunek odpowiednich im linij danych; strony 
te nie są opatrzone strzałkami, albowiem kierunek każ- 
dćj z nich wynika sam przez się ($ 40) z porządku w ja- 


kim cyfry 1 2/8/,..., po sobie następują. Punkt O, 


poczatek wieloboku jest biegunem linij danych; punkt E 


Fig. 11. jest końcem wieloboku. 


§ 42. Charakter działań Rachunku Wykreślnego. — Prosty rzut oka na określenie linii prostćj, 
podane w poprzedzających paragrafach, jest dostalecznym aby ocenić całą doniosłość przyjętego 
przez nas systemu. Linia prosta, rozumiana codo jćj położenia, kierunku, początku i wielkości po- 
siada niezaprzeczalne przymioty do przedstawienia każdćj pomyślanćj wielkości, a system linij uło- 


żonych podług pewnych zasad, może służyć do badania rozmaitych związków między ilościami. 


Określenia nasze stawiają zatém Rachunek Wykreślny na poziomie czystćj analizy z tą tylko ró- 
żnicą, że działania jego ograniczają się na ilościach skończonych i dostatecznie wielkich, ażeby 
przy zwyczajnie używanych skalach, mogły one być przeniesione na papier, to jest, ażeby ich 
wartość przedstawiona na rysunku, mogła być ocenioną jeżeli nie z zupełną dokładnością, to 
z dostatecznóm przybliżeniem, którego granica zależeć będzie od ważności samego zadania i od qo- 
kładności wchodzących w nie ilości danych. 


Co się zaś tyczy stosunku, jaki zachodzi między Rachunkiem Wykreślnym i zwyczajnemi wykreśle- 
niami geometrycznemi możemy zrobić tę uwagę, że w geometryi miano tylko na celu uzmysłowić 
twierdzenia i wnioski wykazane poprzednio analitycznie, wtedy gdy w Rachunku Wykreślaym posta- 
wimy twierdzenia i dojdziemy do wniosków bez żadnćj wiedzy równań algebraicznych. Rachunek 
Wykreślny ma więcza cel zastąpić, w zakreste ilości skończonych, i analizę i pomocnicze jéj wykreślenia 
geometryczne. 


Widoczném jest, ze wypadki otrzymane z rozmaitych działań Rachunku Wykreślnego powinny 
przedstawiać tę samą liczbę cech lub własności, jaką się charakteryzowały wielkości dane do ra- 
chunku. Warunek ten jest tylko prawem jednorodności (homogónćite) znanćm w analizie. 


I tak naprzykład, jeżeli dane ilości są warunkowane nie tylko ich wielkością bezwzględną, ale 
nadto ich położeniem i kierunkiem, więc i rezultat działań Rachunku Wykreślnego winien być wy- 
znaczonym co do jego wielkości, położenia i kierunku. 


Wychodząc z tak ogólnego punktu widzenia, mającego przewodniczyć wszystkim działaniom na 
liniach, należy przedewszystkićm zwrócić szczególną uwagę na określenia rozmaitych działań. Okre- 
ślenia te, dla samćj już ogólności poglądu, będą oczywiście różnić się od zwyczajnych określeń aryt- 
metycznych ; z zasady zaś naszćj nauki wypada, że powinny one być przytóm takićj natury, ażeby 
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ich ogólna postać sprowadziła się do określenia arytmetycznego w tym szczególnym przypadku linij, 
kiedy wprowadzony w Rachunek Wykreślny element, ugólniający pojęcie o linii, to jest, jćj poło- 
żenie, nie będzie odgrywać żadnćj roli. 


I. — DODAWANIE LINIJ, 


$ 43 Dodawanie linij. Określenie. — Dodać do siebie linie dane jest to wykreślić ich wielobok pierw- 
szorzędny i połączyć jego poczatek z końcem. Linia ztąd otrzymana przedstawiać nam będzie summe linij 
danych. 


Zaczniemy od rozpatrzenia systemu dwóch tylko linij. 


Niech będą linie dane ` 1 i 2 (fig.12). Ażeby znaleźć ich summe wyprowadźmy z dowolnego punktu 
o(fig. 12 b) linię Oa czyli 1', równoległą do 1, jéj równą i tego samego kierunku; następnie z punktu 
a poprowadźmy w podobny sposób linię «E czyli 2. odpowiadającą danćj lini 2. Początkiem otrzyma- 
nego wieloboku jest punkt O, a jego końcem punkt E; tak że na mocy powyższego określenia, linia 

I 


UE, czyli S, jest summą danych linij : li 2. 


Z podanego określenia summy dwóch linij wypływa znajomość wielkości tćj sammy i jéj kierunku ; 


gdyż jéj wielkość wyrównywa odległości punktów O i E, a jéj kierunek idzie od O do E, jak wskazuje 
strzałka na (fig. b). 


Należy jeszcze określić położenie tój summe, Otóż, pod położeniem summy dwóch linij rozumieć 
będziemy położenie prostćj przeprowadzonćj przez punkt przecięcia się położeń danych linij 1 i 2 ró- 


wnolegle do lini OE; tak, że położeniem sammy S będzie położenie lini PQ. 


Z tego określenia położenia summy dwóch linij wypada natychmiast, jako wniosek, że położenie 
summy systemu linij zbiegających się w jednym punkcie przechodzi 
przez ten punkt; czyli, innemi słowy : summa peku linij przechodzi przez 


ich wezel. 


D 


Fig. b jest figura pomocniczą, nie należącą do danego systemu linij. 
Wypada zatćm wielkość sammy Si jéj kierunek przenieść na położenie téj 
suminy, to jest włączyć do danego systemu wypadek k otrzymany z wy- 
konanego na nich działania. Idzie tylko o znajomość punktu prostćj PQ 
od którego mamy odłożyć wielkość OE, czyli innemi słowy, należy wie- 
dzieć, gdzie jest początek sammy dwóch linij. Otóż do pewnego czasu, 
początek summy zostawimy niewyznaczonym, to jest że wielkość 
summy UE = 0E, będziemy odkładać na linii PQod punktu O, dowol- 


nie na nićj wziętego. 


S 14. Rozpatrzmy teraz, jak ma mocy podanego określenia wykony 
vać się będzie dodawanie jakiejkolwiek liczby linij. 


Dla bliższego wyjaśnienia przedmiotu będziemy tu odróżniać następujące przypadki , 
ART. Xr 
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I. Dane linie są rozmaitego położenia i różnego kierunku. ...... | 
i a) tego samego kierunku. ù rozmaitćj wielkości. 
II. « położenia równoległego 
b) różnego kierunku. ... 
PRZYPADEK I. —— Niech będą (fig. 13) linie 1, 2, 3,...,6 dane co do wielkości, położenia i kie- 


runku. Idzie o znalezienie wielkości, kierunku i położenia sammy tych linij. 


19 Wielkość i kierunek szukanćj summy otrzymamy odrazu, wykreślając z dowolnego punktu O 
(fig. 13) jako bieguna, wielobok pierwszego rzędu danych linij (§ 9). Linia OE łącząca początek 
O wieloboku 1, 2, 3/,...,6' z jego końcem E, przedstawiać będzie wielkość summy, a jéj kierunek 
idzie zawsze od punktu O do punktu E (9). 


Linia OE jest summą linij danych : 1, 2, ..., D z samego określenia. Łatwo jednak spostrzedz, że 
dostatecznćem by było podać określenie summy dwóch tych linij, ażeby ztąd przyjść do ogólnego 
wniosku, iż sammą jakiejkolwiek liczby linij jest prosta łącząca początek ich wieloboku pierwszego 
rzędu z jego końcem. W samćj rzeczy dodać do siebie ilości dane 1, 2, ... , 6, jest to dodać linię 2 
do linii 1, poczem do otrzymanej ztąd summy (I +-2) dodać linię 3, następnie do nowćj summy 
(1+2--3) dodać linię 4 it. d 


Zatóm summa linij 1-H2--3 będzie summą linij (1-++2)+2, czyli Oa +3 =0% 
Ti (Hp >» AFLI  » 06-+-4==0c 
» 1+2+3+4-5 » (1+2+3--4)+-5 a Oc-H5=0d 


S=1--2+-3--1--5-- 6 = Od 4-6 =ODFE. 

Linie Oa, Ob, Oc, Od, wyprowadzone z bieguna O do rozmaitych wierzchołków wieloboku pierw- 
szego rzędu : 1', ,%,...,6, będziemy nazywać promieniami tego wieloboku. 

2» Druga część zadania polega na znalezieniu położenia sammy S =OE. 

Położenie summy jakiejkolwiek liczby linij wyznaczy się stopniowe z określenia podanego w § 44 
i tyczącego się położenia summy dwóch tylko linij. I tak (fig. 12(a)] : 

Położenie summy linij 1--2 będzie położenie prostćj AB, poprowadzonćj przez punkt przecię- 
cia się A położeń linij danych 1i 2, równolegle do promienia Qa. 

Położenie summy linij (1-42) -+3 będzie położenie prostćj BC, poprowadzonćj przez punkt prze- 
cięcia się D położeń summy linij (I --2) i linii 3, równolegle do promienia Ob. 

Położenie summy linij (1--2-H3)--4 będzie położenie prostćj CD, poprowadzonćj przez punkt 
przecięcia się © położeń summy linij (1-42 +3) i linii 4, równolegle do promienia Oc. 

Położenie summy linij (1-- 2 +3- 4)---5 będzie położenie prostćj DE, przeprowadzonćj przez 
punkt przecięcia się D położeń summy linij (1--2--3 + 4) i linii 5, równolegle do promienia Od. 


(') Zróbmy tu raz na zawsze uwagę że w tekscie, przy oznaczaniu linij dwiema literami, będziemy wstawiać je 
w takim porządku iż pierwsza litera wyrażać będzie początek linii a druga jéj koniec, w skutek czego wymienianie kie- 
runku stanie się zbytecznćm. I tak np. mówiąc o linii BA rozumieć będziemy że początek jéj jest w punkcie B, a koniec 
w punkcie A. 
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Położenie summy linij (1-42 4+3- £--5)-E60 będzie położenie prostćj EP, przeprowadzonćj przez 


punkt przecięcia się E położeń summy linij (1--2- 3-44 
OE. 


) i linii 6, równolegle do promienia 


Prosta EP przedstawiać będzie zatćm szukane położenie summy linij danych 1, 2, 3,... , 6. Pozostaje 
nam tylko odłożyć na Léi prostćj, od dowolnego jéj punktu P iożełkość summy znalezioną poprzednio 


i wskazać jéj kierunek: tak że linia PQ=0E—=S wyraża zupełne rozwiązanie naszego zadania. 


Fig. 13 
UwaGa 1. Wielobok aABCDEP, otrzymamy z przecięć ia się położenia linii 1, od którćj zaczętćm 
było dodawanie, z położeniem summy dwóch pierwszych linij (1-} 2), a następnie ze wzajemnego 
przecięcia się położeń kolejno idących po sobie summ: (1 E2),(1--2--3),... (12-34-56), 
będziemy nazywali wielobokiem drugiego rzedu linij danych : 1, 2, 3, ... , 6 (franc. polygone funicu- 


laire; niemiec. Seilpolygon). 
pol) 


Ponieważ jakakolwiek linia E może być uważana za swą własną summe (czyli za summę linij 0-}%, 
możemy więc powiedzieć, że wielobok 260 rzędu danych linij jest wielobok utworzony ze wzajemnego 
przecięcia się położeń summ tych liny, branych w liczbie wzrastającćj postępowo o jedna linię. I tak, 
jeżeli liczba linij danych jest np. 5, więc nazywając je bądź cyframi : 1, 2, 3, 4, 5, bądź literami 


D 


A, B, C, D, E, wielobok 280 rzędu tych linij będzie pięciobokiem, którego 
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tszy bok będzie położenie summy liniit. . . . . . . lub też linii A 

Zei D DIRK EE u A-EB, 

RA « « 1+2+3. . . . « A+B+C, 

H u D 1-2+-3--4 . . [ A-FB--C—ND, 

5ty D « 1--2-3--4+-5. « A--B-HC-HD—-E. 


Uwaga 2. — Gdyby do danego systemu, składającego się obecnie z linij : 1, 2,8,... , 6, wprowa- 
dzoną była siódma linia mn (fig. 13 all, równoległa do linii łączącćj początek wieloboku O z jego 
końcem E, i jéj równa, ale kierunku przeciwnego kierunkowi linii OE, wtedy przy wykreśleniu wic- 
loboku 130 rzędu nowego systemu linij, należałoby, przyszedłszy do punktu E [fig. 15 (4)] wyprowa- 
dzić linię EO=mn', równoległa, równą i mającą kierunek linii mn, przez co koniec n' wieloboku 
lgo rzędu zlałby się wtedy z jego początkiem O. Wypada zatćm, że summa linij których wieloboh 180 


rzędu zamyka się sam przez się, równą jest zeru. 


Ponieważ promień Od przedstawia zawsze summę linij 1-2... --5, więci w razie wieloboku za- 
mykającego się sam przez się, linia OE, czyli promień OE nie przestaje wyrażać summę linij 
1-123... +6. Zatém przy systemie linij 4, 2, 3, ... , 6, mn, których wielobok 180 rzędu jest zam- 
knięty, summa pierwszych sześciu linij : (1--2--...--6) jest równą (określenia $ 5) ositalnićj linii 
mn tego systemu. 


Ta uwaga, widoczna przy rozpatrywanym przykładzie, zostanie uogólniona w paragrafie 16. 


Uwaga 3. — Wielobok 280 rzędu e ABCDEP, stosujący się do systemu linij 1, 2, 3, 4, 5, 6, których 
wielobok 4go rzędu U 2 3'4 5'6' jest niezamknięty, będzie zarazem wielohokiem 280 rzędu lini 
1,2, 3, 4, 5, 6, mn, dających wielobok 180 rzędu zamknięty, gdyż wykreślając według podanćj zasady, 
wielobok 280 rzędu dla systemu linij 4, 2, 8,...6, mn, należałoby, przyszedłszy do położenia pg 
summy linij I +-2--... |-0, przedłużając prostę pg do spotkania się jéj z daną linia mn iz punktu 
ich przecięcia się, wyprowadzić równoległę do linii wyrażającćj summę linij I - 2-- 3-1... --6--mn; 
otóż ła summa jest zero, a punkt przecięcia się linij pọ i mn znajduje się w nieskończoności. 
Gdyby linia mn, zamiast położenia przedstawionego na fig. 13, a, znajdowała się na prosićj p4, 
wtzdy ostatnią stroną wieloboku 280 rzędu tak zmodyfikowanego systemu, byłaby zawsze linia PK, 
tylko w tym razie proste pq i mn miałyby nieskończoną ilość punktów spólnych. 


$45. — Określenie sammy linij nie miałoby praktycznćj dogodności, gdyby przy wykreśleniu wie- 
loboku 18° rzędu, mającego służyć do wyznaczenia tćj summy, należało brać linie dane w pewnym 
tylko porządku. Otóż, w Rachunku Wykreślnym, podobnie jak i w Arytmetyce, dodawanie linij jest 
działaniem jednowartościowćm, to jest, że summa jakiejkolwiek liczby linij jest niezależną od porządku . 
w jakim zostały dodane. Istotnie, widzimy najprzód, że summa linij danych nie zmieni się, jeżeli przy ich 
dodawaniu zmienimy porządek dwóch linij po sobie następujących. I tak (fig. 14), zmieńmy porządek 
następstwa dwóch linij, naprzykład linii 4 i linii 5, co znaczy, że po wykreśleniu linii 3, zamiast prowa- 
dzenia linii 4', a po nićj linii 5', prowadźmy najprzód linię 5, równą i równoległą do linii danćj 6, a 
potóm, z końca6 linii 5, wykreślamy linię 4,, równą i równoległą linii danćj 4. Otóż, ponieważ z wy- 
kreślenia czworobok 5,4,5/4 jest równoległobokiem, więc nowy obwód5,4,zakończy się w tym samym 
punkcie a, co i obwód dawny 45'; zatćm linie następne D i "7 pozostają na swém dawnćm miejscu, 
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bez żadnóćj zmiany, a w skutek tego prosta OE, idąca od początku do końca wieloboku danego 


3' 4' 5'6 T jest zarazem prostą łączącą początek i koniec wieloboku nowego 1 2 3 5,4,6'7'; co 


znaczy że dwie summy: 
WHL HIHET) i WHH 45-41-67) 


12 


są sobie równe. 
Poniewaź, zamieniając porządek jakiejkolwiek linii wieloboku na porządek linii ją poprzedzającćj, 


lub po nićj następującćj, summa danych linij się nie zmienia ; możemy powtórzyć podobną prze- 


mianę porządku po raz drugi, trzeci i t.d. w skutek czego linia ta będzie kolejno zajmować bliższe lub 
dalsze położenie względem punktu O. Powlarzając więc taką przemianę odpowiednią liczbę razy, 
będziemy mogli bez naruszenia summy doprowadzić jakąkolwiek linię danego systemu do zajmo- 
wania jakiegokolwiek miejsca w wieloboku 180 rzędu tego systemu. I tak, naprzykład linia 5' była 
najprzód piata strona wieloboku 1g0 rzędu ; w skutek pierwszćj przemiany, linia ta zajęła miejsce 
linii5,, to jest stała się ona czwartą stroną tego wieloboku; zrobiwszy drugą przemianę, to jest prze 
mieniwszy porządek linij 5, 13, linia 5' stanie się linia 52, to jest trzecia stroną wieloboku; za trzecią 
przemianą staje się ona, jak wskazuje rysunek, linia 53, czyli druga stroną wieloboku; nareszcie za 


czwartą przemianą, przyprowadzimy dawną linię 3 do położenia 54, stanowiącego pierwsza stronę 


naszego wieloboku. 


Wielobok pierwotny 


i wieloboki otrzymane w skutek kolejnych przemian 


C235, 4,6 


sa równowarte, albowiem każdy z nich daje linię OE na summe linij danych. 
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Widzimy zatóm, że porządek w jakim linie dane są wzięte, do wykreślenia ich wieloboku 180 rzędu, 
nie ma żadnego wpływu na summe tych linij, czyli że zmiana porzadku linij nie zmienia wartości 
ich summy. 


Należy jednak nie zapominać, że dowodzenie nasze wykazuje tylko, że porządek w jakim 
linie są dodawane, nie ma żadnego wpływu na wielkość i kierunek summe. Okażemy późnićj ($ 26) 
że porządek dodawania linij nie zmienia równości i dwóch innych charakterystycznych cech summy 
to jest położenia i poczatku. 


Zrobiwszy tu uwagę ogólną, że system jest złożony z n linij, danych co do ich położenia, kierunku 
i wielkości, możemy dla każdego punklu O, obranego za początek, czyli biegun, wykreślić tyle wie- 
loboków 180 rzędu równoległych pomiędzy sobą, jaką jest liczba przemian z n przedmiotów, a ta li- 
czba ©, równą jest, jak wiadomo z algebry, iloczynowi ciągu naturalnego liczb całkowitych od 1 aż 
do n, tak że liczba możliwych wieloboków 180 rzędu będzie : 


Bes 2, 3, DE) (n— 1) A. 


Dla systemu powyżéj rozpatrywanego i złożonego z siedmiu linij, liczba możliwych wieloboków 
wyrazi się iloczynami . 


1.2.3.4.5.6.7==5040. 


S Ip — Z twierdzenia niezmienności sammy wypływają rozmaite wnioski: 


WNIOSEK 1. — Summa jakiejkolwiek liczby linij nie zmieni się, jeżeli przy ich dodawaniu, zastapimy 
pewną grupę tych linij przez ich summę cząstkowa. 


To jest widocznóm, jeżeli linie, które zastępujemy przez ich summę, są po sobie następujące, tak 
że (fig. 13), 


WI 4-5/4-6' + E kl 6-7 ss (Lat > 


a ponieważ, na mocy poprzedniego, możemy przyprowadzić jakiekolwiek linie do takiego położenia, 
ażeby one po sobie następowały, zatém wniosek nasz stosuje się do linij jakichkolwiek. 


WNIOSEK 2. — Jeżeli w skład danego systemu wchodzą dwie linie równe ($ 3), ale przeciwnego 
sobie kierunku, wtedy, przy dodawaniu, nie ma potrzeby wprowadzać je do wieloboku 180 rzędu, albo- 
wiem uczyniwszy linie takie liniami następnemi, koniec jednćj z nich zleje się z początkiem drugićj, 
ich summa będzie zatćm zero i dolne wykreślenie wieloboku 180 rzędu będzie się wykonywać tak jak 
gdyby linie te wcale do systemu nie wchodziły, Zresztą moglibyśmy linie, o których mowa, wpro- 
wadzić do wieloboku dopiero po wyczerpaniu wszystkich innych linij danego systemu, przez co 
więcćj jeszcze uwydatnionćm by było, że przytomność linij równych i przeciwnego sobie kierunku 
nie ma żadnego wpływu na ostateczną summę wszystkich linij danych. Wypada ztąd, na odwrót, 
następująca uwaga, korzystna w wielu razach : summa linij danych zostanie bez zmiany, jeżeli do sy- 
stemu tych linij wprowadzimy dwie linie równe i przeciwnego sobie kierunku. Analityczne wysłowienie 
téj uwagi byłoby następujące ` summa jakichkolwiek ilosci nie zmieni się, jeżeli do nich dodamy i od nich 
odejmiemy jedne i tę samą ilość, 


WNIOSEK 3, — Jeżeli wielobok 180 rzędu linij, danych co do ich położenia, kierunku i wielkości, zamyka 
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się sam przez się przy wykreśleniu jego stron w pewnym porządku, wielobok ten będzie zamkniętym 


€ dla wszelkiego innego porzadku nastepstwa tych linij. 
g g ( €/ y ) 


Albowiem, ponieważ summa linij jest niezależna od ich porządku, więc jeżeli ona była zerem dla 
pewnego wykreślenia wieloboku 180 rzędu, pozostanie ona zerem i przy wszystkich innych możli- 


wych tego rodzaju wykreśleniach. 


WNIOSEK 4, — Ponieważ w razie wieloboku zamkniętego, summa linij danych jest zero, zatém 
każda linia takiego systemu, uważana z osobna, jest równa summie wszystkich innych pozostałych 
linij tego systemu ; kierunki zaś ich są sobie przeciwne (uwaga 2, $ 14). 

$47. — Systemy rozpatrywane w poprzednich paragrafach składały się z linii rozmaitego położenia 
i kierunku. Wypada nam teraz zająć się dodawaniem linij których położenie przedstawia pewną szcze- 
gólność, a mianowicie wybierzmy przypadek, kiedy położenia rozmaitych linij są do siebie ró- 
wnoległe. 

PRZYPADEK I. — Linie do dodawania są położenia równoległego i jednakowego k ierunku. 

Niech więc będą (fig. 15, (a)] linie dane 1, 2, 3, 4; mamy znaleźć ich summę : 5 1-123 


to jest ` 1” jéj wielkość i kierunek, 2° jéj położenie. 


ha 
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W tym celu wykreślamy, wielobok ën rzędu (lig. 15, (5%), danych linij, który w obecnym przypadku 
będzie prostą OE równoległa do ich położenia. Linia OE przedstawiać będzie wielkość summy i 
jéj kierunek. Pozostaje znaleźć położenie tćj summy. 

Oczywiście, szukane położenie będzie równoległćm do położenia linij danych, gdyż z samego wy- 


kreślenia, linia OE jest równoległą do tych linij. Dla wyznaczenia zaś tego położenia na rysunku, 


należy wykreślić wielobok Zeg rzędu danego systemu linij, a zatem potrzeba mieć punkta prze- 
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cięcia się linij 1 i 2, potćm summy (1+-2) i linii 3, następnie summy (1--2--3) i linii 4. Otóż 
punkta przecięcia się znajdują się w nieskończoności, więc ogólna metoda w tym razie zastoso- 
waną wprost być nie może. Ale trudność tę obejdziemy, posługując się wnioskiem 2, $ 46. W tym 
celu do danego systemu linij : 1, 2, 3, 4, wprowadzamy dwie linie X i Y, równe, przeciwnego sobie 
kierunku i tego samego położenia. Przez to, jak wiadomo, wielkość sammy nadwerężoną nie będzie» 
tak że przy dodawaniu, możemy zastąpić system dawny przez system nowy, jemu równowarty : 1, 2, 3, 
t, X, Y. Wykreślenie wieloboku 150 rzędu nowego systemu [fig. 15, (e)| daje nam wielkość i kierunek 
summ cząstkowych linij tego systemu i ich summe ostateczną O'E' = OE; wykreślenie zaś wieloboku 
280 rzędu da nam położenie sammy linij : X, 1, 2, 3, 4, Y, które będzie zarazem położeniem summy 
linij danych 1, 2, 3, 4. Wykreślenie to wykonywa się znanym już nam sposobem a mianowicie : 
przedłużamy [fig. 15, (a)] linię X do spotkania się z linią 1 i przez punkt przecięcia się położeń tych 
linij prowadzimy prostę ab równoległą do sammy (X+- 1), to jest do promienia O'a, a następnie prze- 
dłużamy położenia sammy (X Æ 1), czyli prostę ab do spotkania się jéj z położeniem linii 2 i przez 
punkt A prowadzimy prostę be równoległa do promienia 0%=(X-- 1--2); postępujemy podobnież 
z położeniem be summy (X-|-1--2) i z położeniem linii 3, co da nam punkt c; prowadzimy cd równo- 
legle do promienia O'c, położenie cd summy (X+- 1 --2--3) przedłużamy do spotkania się z położe- 
niem linii 4, a z otrzymanego ztąd punktu d wykreślamy de równolegle do promienia (d z nareszcie 
spotkanie się położenia de summy linij (X +1 2-H3-4) z linią Y', daje punkt e, z którego popro- 
wadziwszy prostę PQ równolegle do O'E', będziemy mieć położenie summy linij 1, 2, 3, 4, składają- 
cych dany nam system. 


Łatwo jest przewidzieć, że wielkość, kierunek i położenie linii X nie ma żadnego wpływu na po- 
łożenie linii PQ, byleby druga linia Y odpowiadała wskazanym warunkom, to jest aby te dwie linie 
były równe co do wielkości, miały kierunki przeciwne i były tego samego położenia. Własnoś ćię 
wykażemy jednakże w następujących paragrafach, przy rozpatrywaniu własności wieloboków pierw- 
szego i drugiego rzędu. 


PRZYPADEK II. —- Linie do dodawania są położenia równolegtego i rozmaitego kierunku. 


Wykreślenie położenia sammy takich linij ko? się za pomocą powyższćj metody, to jest przez 
wprowadzenie do systemu danych linij [fig. 16, (a)] : 1, 2,3, 4, 5, 6, dwóch linij pomocniczych X i Y, 
równych, przeciwnego sobie kierunku i tego samego położenia. 


Wielobok leo rzędu tak zmodyfikowanego systemu wykreśli się sposobem zwyczajnym, odkładając 
linie dane w jedną lub drugą stronę, stosownie do ich kierunku. I tak, wychodząc z bieguna O pro- 
wadzimy [fig. 16 (6)] linię On = Y, potém linię na = linii 1; dalćj, od punktu a odkładamy linię ab =li- 
nii 2; z końca éi linii prowadzimy w kieruaku linii 3, nie be =linii 3; następnie bierzemy linię cd= 
linii 4, i t. d. ; nareszcie prowadzimy linię /E = linii X. Punkt E będzie końcem wieloboku; linia OE 
przedstawiać będzie wielkość i kierunek sammy linij danego nam systemu, a promienie Oa, Ob, .... Oc 
dają wielkość i kierunek rozmaitych summ cząstkowych. 


Wykreślenie wieloboku 280 rzędu również żadnćj trudności nie przedstawia; promienie Oa, Ob, 
Oc, ..., Of służą do wykreślenia położenia rozmaitych summ cząstkowych, a punkt g. w którym po- 
łożenie summy linij : (Y- 1 4+2 -+ 3-4-5-6) przecina ostatnią linię X nowego systemu, 102- 
wiązuje nasze zadanie, gdyż prosta PQ równolegle do OE przez ten punkt poprowadzona i będąca 
ostatnia stroną wieloboku 280 rzędu, będzie szukanćm położeniem linij danych : (1--2--3 (0-0), 


W przypadku roztrząsanym również jak i w poprzedzającym wielkość, położenie i kierunek jednej 
D y J pog Jacy 
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z linij pomocniczych X jest bez wpływu na położenie linii PQ. byleby druga Y odpowiadała wyżćj 


przytoczonym warunkom. 


"i 


pr 
ë 
tl 
d 
Kł 


ak") 


3 48. Rozbiór linij położenia równoległego okazuje, że w tym razie wypadki otrzymane z ogólnego 
określenia summy linij, podanego w $43, zgadzają się najzupełnićj z wypadkami wynikającem ze 


zwyczajnego arytmetycznego określenia sammy danych wielkości. 


Ale, prócz wielkości i kierunku (czyli znaku) sammy, działanie nasze daje nam także ı jéj położenee, 
ulegające pewnemu prawu, znanemu z Mechaniki. Uważajmy np. dwie linie (fig. 17(a)] 1 i 2. Położe 
nie tych linij na płasczyznie wyznacza się ich odległością mA i nA od pewnego punktu A tćj płasczyzny; 
znajomość zaś położenia PQ summy tych linij daje nam odległość pA. Linie 112 możemy uważać za 
linie składowe wypadkowćj linii OE | --2) a zatém summa momentów linij 1 i 2 względem punktu 


r 


A będzie równą momentowi względem tegoż punktu, linii wypadkowej OE. Oznaczając więc wielkość 


linij (1) i (2) przez L’ i L", a ich summe OE przez S, będziemy mieli 
L.mA-FL".nA=S.pA L'-L').2A, 
zkąd znajdziemy 


L'UNA — pÀ LL'(nA — pÀ) =g 
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L anp Ss mp, 


zatém 


mp.: np=L' L= (8): . 


Fig. 17, 


Wypada ztąd, że jeżeli dwie linie do dodawania mają wielkości równe, położenije ich summy 
przechodzi przez środek ich odległości mn, co zresztą widocznćm jest a priori, gdyż nie ma 
żadnćj przyczyny, ażeby położenie summy było więcćj oddalonćm od jednćj z linij jak od drugićj. 
Wykreślenie sammy dwóch linij równych zwyczajną naszą metodą, sprawdziłoby tę uwagę na ry- 
sunku. 

$ 19. Dodawanie linij równoległych daje nam bardzo prosty i praktyczny sposób wykreślenia 
położenia ich summy, czyli położenia linii wypadkowćj, wtedy gdy znalezienie tego położenia drogą 
analityczną wymaga dłuższćj pracy. I tak, mając system linij równoległych: L,L',..., Li, któ- 
rych odległość od pewnego punktu O jest OI, Ol”, ... UN": oznaczmy summe tych linij przez R; od- 


egłość jéj od punktu O przez Or; niewiadoma Or wyznaczy się z równania momentów 
R.Or=L' .O'--L' .O!'+-...|-L*. O”, 


wymagającego (n) mnożeń (n — 1) dodawań i jedno dzielenie; rozwiązanie zaś graficzne tegoż samego 
zadania nie wymaga znajomości liczebnych wartości rozwiniętych w powyższe równanie I posługuje 
się samym tylko rysunkiem. 

$ 20. Rozpatrując dodawanie dwóch linij 1 i 2 (fig. 18) równoległych i przeciwnego sobie kierunku, 
widzimy, że położenie PQ ich sammy pozostawia linie dane po jednćj stronie, czyli że znajduje się ono 


zawsze na zewnątrz tych linij i po stronie linii większej. 


RACHUNEK WYKREŚLNY NA PŁASCZYZNIE 2i 


Jeżeli przypuścimy, że linia 1 pozostaje stała, a linia 2 zmienia swa wielkość, zobaczymy, że 1 oło- 
| I / l ym; | 


żenie summy (1-E2) tém bardzićj oddala się od linij 4 i 2, czém więcćj wielkość linii 2 zbliża się co 


= 
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Fig. 18. 


wielkości hun 1. I tak, dla linij 1 i 2 położeniemsummy 0E=ch=(1--2) jest prosta PQ ; dla linij 1 i 2, 


położenie summy OE Gë =í 2') staje się prostą DU i punkt ò przechodzi do punktu A. W ogól 


ności, z powiększeniem się linii 2 punkt % będzie się zbliżał do punktu ci zleje się z nim przy granicy 


t. j. kiedy linia 2 stanie się równą linii 1, a summa takich linij stanie się wtedy zerem i jćj położenie 


i 


znajdować się będzie w nieskończoności (*). 


Wypadek ten wskazuje nam, że dwie linie równe, równoległe i przeciwnego kierunku nie niog 


być zastąpione jedna linia, czyli nie mają one linii wypadkowej, gdyż uważając jak najmniejszą nawi 


inię w odległości jak największćj od linij danych, ta linia nieskończenie mała, położona w odległo Cj 
nieskończenie wielkićj, wyrażać będzie summe dwóch linij nierównych. 


System dwóch linij równoległych i przeciwnego sobie kierunku, nazywa się dwojanem (parą) linij. 


Jeżeli linia 2, dosięgnawszy wielkości linii l, będzie dalej się powiększać, odległość położenia 


summy (I 2) od linij danych przeskakuje od © do © , położenie summy (l--2), znajdują 
się teraz po stronie linii 2, będzie się zbliżać do położenia tćj linii w miarę zwiększania się jéj wic! 
kości. 


Jeżeli nakoniec wielkość linii 2 dosięgnie nieskończoności, to przy każdćj skończonćj wielkości 


linii 1 położenie summy (I 2) zleje się z linia 2 


Że składanie dwóch linij równoległych, równych i przeciwnego sobie kierunku daje na wypadek zero, a położ: ni 


jego umieszcza w nieskończoności jest to widocznćm od razu. Rozpatrywanie linij nierównych i nadanie dla jednój 


z linij charakteru zmiennego co do jćj wielkości, maluje nam tylko ruch położenia sammy w miarę zdążania wartości 
zmiennćj ku swćj granicy. 
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$ 24. Jeżeli różnica L’— L” wielkości linij I i 2 ma wartość skończoną, położenie summy S = (1+2) 
=L—L' może być wyznaczoném, bądź sposobem graficznym podanym na fig. 18, bądź téż ra- 
chunkiem, za pomocą równania momentów linij składowych i linii wypadkowćj : 


Sr=L'V 4 L"", 


w którém /', Į" i æ oznaczają odległości linij danych i ich summy od jakiegokolwiek punktu, dowol- 
nie na płasczyznie obranego. Biorąc momenty wzgiędem punktu m, położonego na jednéj z linij da- 
nych i oznaczające odległość tych linij mm=d i pm= A mamy równanie : 


czyli 
(1) Ss = (L'— Sid, 


DEI 


Wzór (1) istnieje dopóty dopóki dwie linie L’ i L” zostają nierówne, jakkolwiek małą jest ich rożnica. 
Ponieważ między ilościami S i œ mamy jedno Lylko równanie, wartość jednćj z tych ilości zależeć 
będzie od wartości jaką będziemy nadawać drugićj ilości. I tak, jeżeli chcemy żeby «odległość z 
summy linij względem linii 4 (fig. 18) była =a, potrzeba wziąć linię 2 takićj wielkości, ażeby 


s=L— L=, to jest L" = SC s; jeżeli © ma byé= d, czyli jeżeli odległość summy 


Sod linij większćj L', ma być równą wzajemnćj odległości linij LU i Ui, należy wtedy wziąć li- 
nie L= ż L', w podobny sposób zobaczymy, że dla =0, to jest dla zlania się położenia summy 


dwóch Iinij z linią L’, wielkość summy S powinna być równą linii L', czyli S=L'— L" = L’ : za- 
tem linia L” musi być zerem, co jest widoczne ` odwrotnie, dając sobie z góry summe S linij, znaj- 
dziemy odległość v jéj położenia od linii 1; odległość ta zawsze będzie miała pewną wartość, dopóty 
dopóki S będzie różnćm od zera, to jest dopóki dane dwie linie będąc równoległe i przeciwnego kie- 
runku zostaną nierówne; ale dla S =0, odległość x istnieć przestaje, gdyż wyrazi się ona wtedy sym- 
bolem æ (*). Zatém położenie summy dwojanu linij wyrazi się takim samym symbolem, jak położenie 
punktu przecięcia się dwóch linij równoległych. 


Roztrząsanie wzoru (1) nie nam nowego nie daje, jest ono anaiitycznćm sprawdzeniem tego, co już 
nam okazało wykreślenie fig. 17, 


(') Szukanie summy dwóch linij równych, równoległych i przeciwnego sobie kierunku stanowi w Mechanice skla- 
danie dwóch sił, równych, równoległych i działających w strony przeciwne. Co do wartości siły wypadkowćj, i odle- 
glości jéj położenia od linij danych, przytaczamy tu słowa autora Kursu Mechaniki Rozumowćj, Varyż, 1873, 
p. G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEGO (sir. 24) : 

« Te osobliwe wyniki nie są dowodem, ale tylko niejakim wskazem, że dwie siły równoległe, równe i działające 
» w strony przeciwne nie mają wynikowćj. Układ takich dwóch sił będziemy nazywali dwojanem. » 

(Str. 26) « Przez dzialanie dwojanu trzeba rozumieć działanie jego sił, każdćj osobno, nie zaś ich działanie złożone, 
» które nie przedstawia żadnego określonego sensu. » 

Dowiedzenie, że dwojan nie ma wynikowćj (albo innemi słowy, że jedna siła nie może trzymać w równowadze dwo- 
anu) i nie jest w równowadze, — oparte na teoryi momentów, — podane jest na str. 28. 
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Jeżeli zastosujemy wzór (1) do przypadku dwóch linij równych, przybierze on wtedy postać : 
J J YYY d a , J Léi 
Ld=0.«, 


co nam tylko wskazuje, że symbol (0. c wyraża ilość stała, gdyż L'd jest momentem dwojanu, 
który, jak wiadomo, ma wartość szała, niezależną od punktu płasczyzny, względem jakiego moment 


dwóch linij składających dwojan jest wzięty. 


$ 22. Wiemy, że dwie linie równe, równolegle i przeciwnego sobie kierunku, wprowadzone do ja- 
kiegokolwiek systemu linij, nie zmieniają wielkości summy danego systemu ; ale ztad bynajmnićj nie 
wynika, że wprowadzony dwojan linij pozostaje bez wpływu na inne elementa summy, to jest, że nie 
zmienia on jćj położenia, kierunku i poczatku. Zajmiemy się teraz zbadaniem wpływu dwojanu linij na 
wypadki dodawania iw tym celu rozpatrzymy dodawanie trzech linij 4 2, i 3 (fig. 19), z których 


dwie : 2i 3 składają dwojan, a trzecia linia 1 jest jakakolwiek. 


Fig. 19. 


Wielobok 1eo rzędu danych linij wskazuje, że summa linij 4 i 2 będzie linią Oe (co do wielkości i 


kierunku), a summą trzech linij 1 --2--3, linia OE równa linii 4. 


Dla znalezienia położenia (1 -|-2-|-3) wykreślamy wielobok Ze rzędu, to jest, przez punkt a prze 
cia się linij 1 i 2 prowadzimy ab równolegle do Oe, a przez punkt b przecięcia się linij ab i 3, kreślimy 
linię ŻA” równoległa do linii OE; linia A'% będzie szukanem położeniem summy linij danyc h (1--2--3 
a jéj wielkość i kierunek są te same jak wielkość i kierunek linii 1. Widzimy zatćm, że dodanie do linii 
I dwóch linij 2 i 3 równych, równoległych i przeciwnego kierunku, zmienia położenie Lo linii (zosta 
wiając nienaruszonemi jćj wielkość i kierunek) przenosząc ją od Aa do A'b. Wartość tego przeniesie- 
nia, to jest odległość ô znajdziemy za pomocą równania momentów wziętych względem jakiegokol 


wiek punktu płasczyzny na którćj znajdują się dane linie. 


) 


Oznaczając wielkości linij 1, 2i 3 przez L'; LiL", 1 biorac momenty względem jakiegokolwiek 


punktu K, położonego na lini wypadkowej S będziemy mieli : 
L'5-+L'V-+L'"(d-- 01) =0, 
a że L” i L” są równe i przeciwnego sobie kierunku, to biorąc L” ze znakiem —-, należy brać LI 


ze znakiem — ; w skutek czego równanie zamieni się na : 


L'S-LL"d=0, 
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ztąd, odrzucając kreski i niezwracając uwagi na znak iloczynu L/3 liczebna wartość przeniesienia s 
będzie następująca : 


, 


(1) d Sh d 
gdzie L oznacza wielkość linii, wchodzącćj w skład dwojanu. 
Wzór (1) wskazuje : 


1) Że 5=d przy L' = L; tak więc jeżeli wielkość linii 1 jest równą wielkości linii dwojanu, summą 
trzech linij L’, Li — L będzie linia L’ przeniesiona ze swojego położenia na odległość równą ramie- 
niowi dźwigni dwojanu; 


2) Dla jednego i tegoż samego dwojanu wielkość przeniesienia linij L' rośnie w stosunku odwrotnie 
proporcyonalnym do wielkości tćj linii ; 


3) Dla jednćj i tćjże samćj wielkości linij Li UL, przeniesienie 8 zmienia się proporcyonalnie do ra- 
mienia d. 


4) Przeniesienie ð będzie równóćm zeru ` 1° albo przy L=0, to jest, jeżeli do danego systemu linij 
nie wprowadzamy dwojanu, co jest widoczne samo przez się; 2% albo tóż przy d=0, to jest, jeśli 
wprowadzone linie Li — L' mają to samo położenie, czyli znajdują się na jednćj i tćjże samćj prostćj. 


Widzimy więc, że położenie summy danego systemu linij nie zmieni się tylko w tym razie, gdy wpro- 
wadzone linie są równe, przeciwnego kierunku i maja to samo położenie (1. 


Wzór (1) wskazuje nam jeszcze, że jeżeli linia L' jest nieskończenie mała, wypadkowa (éi linii i 
dwojanu (L, — L) jest ta sama nieskończenie mała linia L', przeniesiona tylko na odległość nieskoń- 
czenie wielką ; tak że przy LU — 0. wielkość wypadkowóćj z dodawania linij dwojanu i linii O będzie 
zerem, a jéj położenie znajdować się będzie w nieskończoności, co już było okazanćm. 


UwaGA. — Na figurze 18 linia oe przedstawia wielkość, kierunek, położenie i rzeczywisty początek 
summy linij 1, 2i 3. O sposobie wyznaczenia początku sammy danego systemu linij będzie mowa pó- 
źnićj ($ 26). 


$ 23. Zajmowaliśmy się powyżćj dodawaniem linij położenia równoległego, tak w razie jednako- 
wego ich kierunku, jako tóż kierunku rozmaitego. Dla wyczerpania wszystkich przypadków dodawa- 
nia, pozostaje nadmienić, że linie dane mogą być jednego i tego samego położenia, to jest znajdować 
się na jednćj i tćjże prostćj PQ; ale przypadku tego roztrząsać nie ma potrzeby, gdyż różnić się on 
będzie od przypadków poprzednio rozebranych tylko tém, że położenie summy takich linij będzie 
położeniem samćjże prostćj PQ, albowiem przedłużenie linij danych, a zatóm i punkt im spólny ($43) 
nie wychodzi z linii PQ. 


$ 24. Uważajmy dwie linie L' i L” bądź równoległe, bądź też tego samego położenia i przeciw- 
nego sobie kierunku i ograniczmy się tylko na rozpatrywaniu wielkości ich summy : 8 = L' + L", 
bez względu na jéj położenie. Jeśli kierunek linii L’ wyrazimy znakiem --, wtedy kierunek linii L' 
przeciwny pierwszemu, należy oznaczyć przez —. Zachowując znak -} dla oznaczenia dodawania i 
przypuszczając, że linia L'=linii L”, wyrażenie S = LU, uwydatnione co do kierunku linij, 


(1) Zastosowanie tego wniosku znajdujemy įw Mechanice. Na str. 7 dzieła p. Niewęgłowskiego czytamy : «w ukła- 
dzie punktów materyalnych » wolnych, dwie siły nie,mogą nigdy czynić sobie równowagi, jeśli nie są równe i wprost 
przeciwne », 
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przyjmie postać : 
S =(+-L') + (— L') =0. 
czyli, po prostu 
(a) S=L-+-(—L')=0. 


Otóż, wychodząc z poglądu arytmetycznego, niezależnego od pojęcia o kierunku, dwie wielkości 
równe dają na wypadek zero tylko przez ich wzajemne odejmowanie; tak że nie robiąc żadnój różnicy 
co do kierunku linij LU i L” (to jest przypuszczając, że są one obie tego samego kierunku) i używając 
znaku --dla oznaczenia odejmowania, z równości linij LL =L" wypadnie że : 


(b) L — L" =0, 
ztąd, porównywając (a) i (b) otrzymujemy : 
L--(—L')=L—L', 
Zatem ` dodać do linii L’ linię L”, którćj kierunek jest przeciwny kierunkowi linii LU, znaczy to 
samo, co vdjąć od linii L’ linię L” , wzięta w tym samym co i linia L’ kierunku; i odwrotnie : odjąć 


od linij L’ linię L”, mającą z linią L' jednakowy kierunek, jest to samo co dodać do linii LU linię 
— L”). 


IL — ODEJMOWANIE LINIJ. 


S 25. Określenie. W Rachunku Wykreślnym, podobnie jak i w rachuku algebraicznym, odejmowanie 
nie ma charakteru działania osobnego. W Algebrze, odejmowanie jest dodowanie ilości wziętych 
z przeciwnym znakiem; w Rachunku Wykreślnym odejmowanie będzie dodawaniem linij wziętych 
w przeciwnym kierunku. 

Określenie odejmowania linij będzie zwyczajne arytmetyczne określenie odejmowania dwóch ilości, 
mianowicie : 

Odjać linię B od linii A jest to znaleść trzecią linię D, która będąc dodaną do linii B daje na summe 
linię A. Rozumiemy że summa o którćj tu mowa ma być taka jaka wynika z określenia dodawania 
podanego w $ 13. 


Niech będą linie daneA i B (fig. 20); mamy znaleźć wielkość, kierunek i położenie różnicy: D=A—B 
tych linij. 
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Jeże li z dowolnego punktu O [fiz. 20 (4%)! wyprowadzimy linię Oe, równa i równoległą do linii A 
i tegoż kierunku, a z punktu e linię eE', równa 
i równoległą do linii B, ale kierunku jéj prze- 
ciwnego, wtedy linia OE wynikająca z dodania 
linij Oe i e E będzie szukaną różnicą, gdyż do- 
dając do linii OE' linię E'e (to jest linię tego 
samego kierunku co i dana linia B), otrzymamy 
na ich summę linię Oe. Możemy więc powie- 


dzieć : 


Odjać linie B od limit A jest to wziać linię B 
z kierunkiem przeciwnym jéj kierunkowi danemu 
i dodać ją do linii A; tak że szukanie różnicy 
linij A i B sprowadza się do szukania summy 
linij A i —B. 


Fig. 20, 


Linia OE =D przedstawia wielkość i kieru- 
nek szukanćj różnicy; położenie zaś jćj otrzymamy prowadząc przez punkt m przecięcia się położeń 


linij danych A i B, linię P'Q' równoległą do linii OE’. 


Szukając sammy S= A+B danych linij, to jest prowadząc z punktu e linię eE=—B i jedinakowego 
z nią kierunku, otrzymujemy linię S—=0E; dopełniając zaś równoległoboku Oe Ed, widzimyy, że linia 
de jest równą lini OE' =D. Zatćm, summa i różnica danych linij A i B, wyrazi się, co do ich wielkości, 


przekątnemi równoległoboku na tych liniach wystawionego. 


Wiemy, że położenie sammy S=A--B będzie położeniem prostćj PQ; możemy przytćm nadmienić, 
że kąt jaki czynią między sobą położenie summy i położenie różnicy zależeć będzie od poiożenia 
wielkości linij danych, 


UwaGA I.— Gdyby,zamiast odejmowania linii Bod linii A, potrzeba było odjąć linię A od linii B, nale- 
żałoby dodać do siebie linie : B i— A; to jest, wykreśliwszy z punktu e [fig. 20 (b)] jako bieguna, linię 
eE=B, poprowadzilibyśmy późnićj linie Ed (to jest wzięlibyśmy tę linię ze strzałką idacą od E dod 

połączylibyśmy początek e wieloboku z jego końcem d; linia ed (czyli linia którćj strzałka jest 
skierowaną od edo d) wyraziłaby nam wielkość i kierunek różnicy :*:B —A. Z figury widać że Ed = — D, 


i wypadek taki jest tylko wykreśleniem algebraicznego wzoru : 
A—B=— (B — A). 


Widocznem jest nadto, że położenie tak różnicy A— B, jako téż różnicy B— A, jest jedną i tą samą 
prostą P'Q' 


Uwaga 2. — Linie dane do odejmowania mogą być położenia równoległego albo też tego samego. 
Lecz po tém, co było powiedzianćm przy dodawaniu podobnych linij, zastanawianie się nad takiemi 
przypadkami byłoby zbytecznćm. 
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POCZĄTEK SUMMY LUB RÓŻNICY DANYCH LINIJ. 


$ 26. Przy dodawaniu i odejmowaniu linij określiliśmy trzy elementa ich sammy lub różnicy ` wiel- 
kość, kierunek i położenie. Czwarty element, to jest początek, zostawiliśmy dowolnym. Zajmiemy się 


więc teraz wyznaczeniem początku summy dwóch linij ; poczem z łatwością będziemy mogli przyjść do 
jakiegokolwiek systemu linij. 


Niech będą dane dwie linie : 1i 2 (fig. 21), mające swe początki w A i B, i których położenia tworzą 
kąt ACB. Wielobok 1 


rzędu oae (fig. a) da nam wielkość i kierunek summy oe =S = (1-2), jéj zaś 


y 
4 


położenie CM przechodzi, jak wiadomo, przez punkt C wzajemnego przecięcia się linij 4 i 2, i jest 
równoległćm do linii oe. 


Z kąta oae widzimy, że ponieważ wielkość oe summy zależy od wielkości oa i ae linij I i 2, i od ich 
wzajemnego nachylenia (gdyż kąt oae jest spełnieniem ACB), pozostanie ona bez zmiany, jeżeli wielkość 
linij danych, a także ich kąt ACB zachowują tę samą wartość. Jeżeli więc wykreślimy na linii AB od- 
ART. X. 


D 
t 
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cinek koła zawierający kąt ACB, a z punktów A i B, promieniami Aa=l i B4=2 opiszemy koło, to 
dla wszystkich położeń linij : 4 i 2, 41 i2,1'i2', przecinających się na odcinku koła ACB i mających 
swe początki w punktach A i B, a swe końce na okręgach Aa i Bb, wielkość ich summy zachowa tę 
samą wartość; zmieniać się będzie tylko położenie tćej summy, gdyż powinna ona zawsze przechodzić 
przez punkt przecięcia się linij do siebie dodawanych. 


Rozpatrzmy więc jakie jest prawo według którego zmienia śię położenie tćj summy. 


Z fig. (21 a) widzimy, że przy położeniu linij oznaczonóm przez 1 i 2, położenie ich summy tworzy 
AS 


9? 
á 


z linią 1 kąt aoe = ACS=łukowi — oznaczając przez $ punkt przecięcia się położenia CM summy 


(1--2) z kołem ABC; przy położeniu zaś 1' i 2, położenie summy S=(l' --2)=S tworzy z linią 1' kat 
ode : ale ten kąt jest równy kątowi aoe, gdyż trójkąty aoe i ao'e' są sobie równe, zalćm, ażeby mieć 
położenie summy S' dla systemu 1'i 2, należy przez punkt C ich przecięcia się, poprowadzić linię 
tworzącą z linią AC kąt=ACS, ta jest, połączyć poprostu punkt C' z punktem S poprzednio otrzy- 
manym. W podobny sposób zobaczymy, że dla otrzymania położenia summy linij 1” i 2” dosyć będzie 
połączyć punkt ich przecięcia się OT z punktem §; tak że wszystkie położenia summy ` $,65', S",... 
przehodzą przez punkt S. 


Zobaczmy teraz jaka jest zależność kąta dwóch położeń summy od kąta na który linie 1 ii 2 zostały 
obrócone około ich początków A i B. 


Widocznóm jest najprzód, że ponieważ wzajemne nachylenie linij 1 i 2, 1'i 2,... pozostaje zawsze 
to samo, linie 1 i 2 obracają się około punktów A i B na jeden i ten sam kąt, to jest, że kat llinij (1, 1') 
równy jest kątowi linij (2, 2');.... Otóż kąt obrotu (1, t') mierzy się połową łuku CC, a ten łuk służy 
zarazem za miarę dla kąta CSC na który obróciło się położenie summy S, zatém: wirowanie limij danych 
1 i 2 około ich początków A i B na jakikolwiek kąt 6, pociąga za sobą wirowanie około punktu S, w tę samą 
stronę i na ten sam kąt 6 położenia ich summy. 


Punkt 5, majacy tę własność że zostaje stałym dla wszystkich położeń danych linij, racyonalnie 
może być nazwany początkiem summy tych linij. 


Dla wyznaczenia początku summy dwóch linij 1 i 2 mamy więc następujące prawidło : przedłużamy 
linie dane do ich wzajemnego przecięcia się w punkcie C, przez który prowadzimy linię CM równoległa 
do summy oe=s= (1--2) tych linij; punkt S w którym linia CM przecina koło przechodzące przez 
początki A i B danych linij i przez punkt C, będzie początkiem summy tych linij. 


$ 27. Początek summy linij 4 i 2 może być wyznaczony, nie kreśląc wcale koła ABC. Dla okazania 
tego rozpatrzmy kąty utworzone przez linie 4 i 2 z położeniem CM ich summy; przyczćm będziemy 
odróżniać przypadki kiedy linia CM znajdzie się : 1) wewnątrz położeń linij 1 i 2; 2) na ich zewnątrz: 
3) kiedy linia CM stanie się styczną do koła ABC w punkcie C. 


19 W pierwszym przypadku (fig. 21) połączywszy punkta Ai B z sobą i z początkiem S 
naszćj summy, otrzymujemy trójkąt ABS, w którym linia AS jest nachylona do położenia AB pod 
tym samym kątem pod jakim linia 2 jest nachylona do położenia CM, gdyż obydwa kąty, 
mają za miarę połowę łuku SB. To samo możemy powiedzieć o kącie SBA równym katowi 
linij:1 i CM. Ztąd wypada że mając początki A i B dwóch linij otrzymamy początek S ich summy, 
wykreślając na linii AB i w początku jednéj z linij danych, naprzykład w A, kąt EAB równy kątowi BCM, 
utworzonemu przez drugą linię (to jest przez linię mającą swój początek w B) z położeniem CM summy 
tych linij; punkt S spotkania się linii AE z linia CM będzie szukanym początkiem. 
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2*Powyższe wykreślenie stosuje się również do przypadku drugiego. W samćj rzeczy [fig. 22(a)], kat 
linii 4 z położeniem CM, przecinającćm koło ABC w punkcie S, jest to << MCN, spełniający 4 ACM. 


Lecz q ACM=$ łuku ABS;zatóm x MCN=łukowi ACS= œ ABS utworzonemu przez linię AB z linia 


łączącą punkt B drugićj linii z punktem S. Tak samo, kątlinij (2, CM)=< BCM=L łuku BS= ¢ BAS. 


Zatém, mając punkty A i B i położenie CM, dość jest, dla otrzymania punktu S, wykreślić na linii AB 
kat BAE=kątowi linij (2, CM) i przecięcie się linij AE i CM da nam szukany początek S. j 


3 Jeżeli linie 1 i 2 są tak dobrane, że położenie ich summy CM [fig. 22 (b)] staje się styczném do 


koła ABC w punkcie C, wtedy punkt S zlewa się z punktem C, i punkt przecięcia się linij danych 
będzie zarazem początkiem ich summy. 


Punkt C pozostaje zawsze początkiem sammy dla wszelkiego innego położenia linij 1 i 2, naprzykład 
dla 1'i 2', Nie wykreślając koła ABC, nie wiemy o tém szczególnćm położeniu linii CM; ale wykreślenie 


kątów, wskazane w pierwszych dwóch przypadkach, natychmiast nas o niém ostrzeże, W saméj rzeczy, 


kat linij (1, CM)= 4 MACH łuku AC=< ABC=kątowi linij (2, BA); a kąt linij (2, CM) =kat MCK= 


9 


spełnieniu kąta BCM, ma za miarę > łuku BC=<BAC=kąqtowi linij (1, BA)=kątowi linij (— 1, AB). 

Ztąd widzimy, że jeżeli przy wykreśleniu w jednym z początków, naprzykład w A, linii AE tworzącćj 
z linią AB kąt równy kątowi linij (2, CM) ramie wykreślonego kąta zlewa się, lub się staje przedłuże- 
iem linii 1, wychodzącćj z tego początku A, wtedy jesteśmy ostrzeżeni że szukany początek summy : 


l-2) jest punktem przecięcia się C danych do dodawania linij. 


$ 28. To cośmy powiedzieli o początku summy dwóch linij może być rozszerzonćm i zastosowanóm 
do początku summy jakiegokolwiek systemu linij, jako tóż do początku różnicy dwóch linij. 


Początek summy jakiejkolwiek liczby linij « 1, 2, 3, 4,... otrzyma się stopniowo, wyznaczając naprzód 
początek sammy dwóch linij i 2; późnićj początek summy linij : 5S=(1--2)i linii 3; następnie, 
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początek summy linij S=(1--2--3) i linii 4, i t. d. aż do wyczerpania wszystkich linij danego nam 
systemu. 


Początek summy linij równoległych. Dla linij rówaoległych, zastosować wprost naszćj metody nie 
możemy, gdyż nie mamy punktu przecięcia się tych linij. Ale tę trudność obejść potrafimy sprowa- 
dzając do systemu danych linij linie pomocnicze odpowiednio obrane. 


Oczywiście linie te powinny być takie, ażeby ich istnienie w systemie nie zaciemniało zadnćj 
charakterystycznćj cechy szukanej summy. Ztąd wynika, jako pierwszy warunek, że linie pomocnicze 
powinny być równe, równoległe i przeciwnego sobie kieranku; gdyż tylko wtedy wielkość i kierunek 
summy linij systemu zmodyfikowanego będa jedne i te same, co i w systemie danym. 


Jednak sam ten warunek nie jest wystarczającym, gdyż okazaliśmy w $ 20 i (fig. 18), że wprowa- 
dzenie dwóch linij składających dwojan do systemu danych linij, pozostając bez wpływu na wielkość 
i kierunek summy zmienia jéj położenie, i ażeby położenie sammy zmodyfikowanego systemu było 
takie same jak położenie summy systemu danego, potrzeba żeby sprowadzone linie leżały na jednćj 
i tejże prostćj. Dla tćj to przyczyny, przy wyznaczeniu położenia summy linij równoległych ($$ 47 i 48) 
używaliśmy linij pomocniczych X i Y, mających jedno i to samo położenie, bez względu zresztą na 
jego oryentacyę, która żadnćj nie odgrywa roli. 


Ale dwa powyższe warunki nie są jeszcze dostateczne, gdyż nie zabezpieczają onie od mogącćj 
zajść zmiany w początku summy. Figura 23 wskaże nam jaki jest trzeci i ostatni warumek niezmien- 
ności téj sammy. | 


Rozpatrzmy trzy linie (fig. 23) 1, 2 i 3 mające swe początki w punktach A, B iC; wielkość linii 1 
oznaczymy przez L’, a wielkość linii wchodzącćj w skład dwojanu przez L. Szukajmy wielkości, poło- 
żenia, kierunku i początku summy § = (1 -++ 2--3). 


Znalazłszy wiadomym sposobem wielkość i kierunek sammy S' = Oe dwóch linij 1 i 2, prowa- 
dzimy przez punkt przecięcia się G linij 1 i 2 prostę GF równoległą do linii Oe; punkt D w którym 
ta prosta spotka koło przechodzące przez punkta A, BiG, będzie, jak wiemy, początkiem summy 
S' = (1 -+ 2); szukamy następnie summy linij : Si i 3; jéj wielkość będzie linia OE=S= (1--2--3) 
równa linii danćj 1; jéj położenie — prosla FA" poprowadzona równolegle do OE przez punkt prze- 
cięcia się F linij S' i 3; jéj początek — punkt A” w którym położenie FA” spotyka koło przecho- 
dzące przez początki D i C linij S' i 3 i przez punkt ich przecięcia się F. 


Widzimy zatém, że wprowadzenie do danego systemu (który w obecnym razie składa się z je- 
dnćj linii 1) dwojanu linij naruszyło położenie i początek summmy tego systemu. Wiemy już z po- 
przedniego (3 22), że odległość A AT =ô nowego położenia od dawnego wyraża się wzorem. 


L 
(1) s=qd, 


gdzie d=(C jest wzajemna odległość linij składających dwojan. Pozostaje więc ocenić zmianę zaszłą 
w poczatku summy, 


Przed wprowadzeniem dwojanu początek summy danego systemu znajdował się w punkcie A; 
istnienie dwojanu sprawiło przemieszczenie tego początku od A do A”. Otóż, przemieszczenie 
AA” może być uważane jako wypadkowa dwóch przemieszczeń : 4° od punktu A do A ; następnie 
2 od AT do A”. 
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Przemieszczenia od A' do A” odbywające się prostopadle do położenia linii danćj 1, nazwiemy prze- 
mieszczeniem poprzecznćm ; jego wartość A'A” =3 jest nam znaną; wyraża się ona bowiem wzorem (1 
Pozostaje zatém znaleźć wartość przemieszczenia od A do A, odbywającego się, wzdłuż samćj linii 1 
a które nazwiemy dla tego przemieszczeniem podłużnćm. 


Oczywiście, przemieszczenie AAT będzie nam znanóćm skoro znajdziemy wartość kąta A'AA', 


utworzonego przez prostę AA”, łączącą dawny początek z nowym, z położeniem AG danćj linii 1. Otoż, 
twierdzimy że : 
Kat A'"AA' równym jest katowi CBG, utworzonemu przez prost BC 


taczaca poi zatki linij składających 
dwojan, Z potoži ł € m BG same że linii dwojanu. 
J J J 


Widoczném jest,że twierdzenie równości tych katów będzie dowiedzioném, jeżeli okażemy, że 


l° Linia BC łącząca początki składowych linij 


dwojanu przechodzi przez punkt H przecięcia się 
dwoch kół : ABGi DCF; 


lé 
t 


2 Linia AA” łącząca początek summy danego systemu z początkiem summy systemu zmodyfiko- 
wanego, przechodzi również przez ten punkt H. 


PIERWSZA KWESTYA. — Połączmy punkta H i D przecięcia się dwóch kół między sobą, i uważajmy że : 


a) połączywszy punkt H z początkiem B, mamy w kole ABG : 


(1) kąt HBG=kalHDG=kat HDF= 2 łuku HCF w kole DCF, 


2 
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b) połączywszy punkt H z początkiem C, mamy w kole DCF: 
kątHCF= | łuku HA”DF, 
zatćm kat HCM, który jest jego spełnieniem, ma za miarę 
(2) $ łuku HCF, 


ztąd wypada że : 
kat HBG =katHCM. 

Ponieważ zaś linie BG i CMsą do siebie równoległe, więc linie HB i HC, tworzące z dwóma równo- 
ległemi kąty równe, muszą być albo do siebie równoległe, albo tóż stanowić jedną i tę samą pro- 
stę. Miejsce mieć musi właśnie ten ostatni przypadek, gdyż obydwie linie HB i HQ mają spólny punkt 
H. Zatćm punkt H leży na linii BC. 


DRUGA KWESTYA. — Postępujemy w podobny sposób, to jest dowodzimy, że linie HA i HA” stano- 
wią jedną i tę sama prostę. W samćj rzeczy : 


a) połączywszy punkt H z początkiem A, mamy » 
kat HAG=katHDF= | łuku HCF, 


albowiem, z samego wykreślenia, linia GF jest przedłużeniem linii DG, 


b) połączywszy następnie punkt H z początkiem A”, otrzymujemy : 
| kąt HA”F = łuku HCF 


więc 
kąt HAC = kątHA'F; 


a ponieważ linie AG i A"F są równoległe z wykreślenia, zatóm linie HA i HA” czyniące z temi liniami 
katy równe, muszą stanowić jedną i tę samą prostę, gdyż mają już one jeden punkt H spólny. 


Twierdzenie nasze zostało więc dowiedzionćm, albowiem możemy teraz powiedzieć, że kąty AAA 
i CBG są sobie równe, jako mające swe wierzchołki A i B na jednóm i tómże samém kole ABG, a ra- 
mionami swemi opierające się na jednym i tymże samym łuku HG tego koła. 

UwaGA. — Na fig. 23 punkt H przecięcia się dwóch kół znajdował się między początkami Bi C 
linij składających dwojan. Na fig. zaś 24 różniącćj się od fig. poprzednićj, co do położenia i począt- 
ków linij danych 1, 2, 3 i ich sammy S, punkt H pada na zewnątrz początków B i € dwojanu. Ale 
równość kątów AAT AT i DCD zawsze istnieje i dowiedzie się bez żadnćj trudności. Jakoż, połączywszy 
punkta H i D (fig. 21), przecięcia się kół ABG i DCF prostą HD i idąc w porządku dopiero co wy- 
kazanym, będziemy mieli : 

(1) kąt HBG—=spełnieniu kąta HDC =spełnieniu kąta HDF = kąt HCF, 


więc z powodu równoległości linij BG i CF, linie HB i HC stanowią jedną i tę samą prostę. 
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Dowiedzie się podobnież, że HA i HA” są również na jednćj i tćjże prostćj, gdyż 


kąt HAG = kat HBG (w kole HABGD), 


kat HA”F = kąt HCF (w kole HA"CFD), 
ztąd, na mocy (1) 
2) <HAG=<+HA'F; 


a więc, trzy punkta : początek dawny A, początek nowy A” i punkt H leżą w jednćj prostej. 


Ztąd wnosimy, że kąty AA'A' i BCB' są równe, gdyż na mocy (1) i (2), mamy prawo powiedzieć, 
że obydwa te katy są wpisane w odcinek HDF koła HA'GFDH. 


$ 29. Przemieszczenie podłużne początku A (fig. 23) linii 1, jest teraz znane, wyraża się ono bowiem 


w funkcyi ilości danćj, to iest przez kat w pod jakim linia BC, łącząca początki Bi C dwojanu jest 


nachylona do prostćj BB', prostopadle poprowadzonćj do składowćj linii tegoż dwojanu. Zachowując 


literę L na oznaczanie długości linii dwojanu, L’ — na długość linii 1; oznaczając przytćm odległość 
DÉI = d, przemieszczenie poprzeczne AAT =), a przemieszczenie podłużne AA =), mamy 

(1) ZN TY 

(1) =. (patrz $ 22), 


» =dlangw; 
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ztąd, podstławiwszy wartość d i zważywszy, że w trójkącie BCB’, dtangw =CB to jest odległości 
dwóch punktów Ci B, Żiczonćj wzdłuż jednćj z linij dwojanu, otrzymamy, nazywając tę odległość 
QB'=/, wzór następujący : 


i 
9 =— 
2) LL 


Nadmieńmy, że do wzoru (2) możnaby było przyjść od razu, gdyż z podobieństwa trójkątów AA'A” 
i BCB' mamy : 
"AAT : BBB = A'A” : BC=AA": BC, 


a ponieważ wiemy, że 


AA' = DD, 
I 
czyli 
AA = es E „BC, 


zatćm przemieszczenie całkowite AA” początku A, wyrazi się : 
AC wm 
AAT - D „B'C. 


Zrobimy nadto tę uwagę, że przemieszczenie » może być wyrażone nie przez odległość początków 
B i C dwojanu, liczona według jednćj z jego składowych linij, ale po prostu, przez linię BC łączącą te 
dwa punkta między sobą, zastępując we wzorze : 


y = ôtang w = o dtang » 
ilość d przez BC cosw; otrzymamy : 
(3) y= 


$30. Roztrząsanie wzorów (1), (2)i(3). — Wzór (1) wskazuje, że dla 5—=0, potrzeba mieć d= 0. 
O tém była już mowa wyżćj. Skoro więc dwie linie 2 i 3 czyli L i — L leża na jednćj prostćj, początek 
linii | nie ulega przemieszczeniu poprzecznemu i położenie summy S= (l -- 2+3) jest położeniem 
samćjże linii 1. 


Ze wzoru zaś (2) lub téż (3) widzimy że, jeśli początki B i © dwojanu leżą na jednćj prostćj ,prostopadłćj 
do jego linii składowej, —to jest jeżeli np. początek linii 3 zamiast być w punkcie C, znajduje się w B', 
— wtedy we wzorze (2) ¿= 0; a we wzorze (3) linia DC staje się prostą BB', a kąt w zerem ` zatćm 
„=0. W tym więc przypadku początek A danćj linii nie będzie miał żadnego przemieszczenia podłużnego 
i zostanie on tylko przeniesionym do punktu A na odległość AAT daną przez wzór (1). 


Przemieszczenia 3 i y są od siebie niezależne ; to jest, że d = 0, nie pociąga za sobą koniecz- 
nie A=0. To nam wskazuje kształt wzorów (1)i(2). Co zaś do wzoru (3), przybierze on przy 
d =Q, postać wzoru (2). W samćj rzeczy, jeżeli niezmieniając długości linii BC, przypuścimy, że d 
się zmniejsza, czyli że linia 3 zbliża się do położenia linii 2, wtedy punkt C będzie się zbliżał do punk- 
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tu C', a kąt w będziesię powiększał, tak że przy granicy, kiedy d—=0, linia BC stanie się linia DC, a kąt 
w= 90°, Fig. 24 przedstawia nam właśnie przemieszczenie podłużne początku linii I od A doa, 
jakie zachodzi dla przypadku, kiedy linia 3, zlewając się z położeniem linii 2, staje się linia 3', ma- 
jaca swój początek w punkcie C'. Wartość Aa” = i C'B = GB' =p WE 

Z powyższćj dyskusyi wypada ` ażeby nie było żadnego przemieszczenia co do położenia linii I 
jako téż co do jéj początku, warunki konieczne i wystarczające są dwa następujące : 


19 5=0, co wymaga d=0, 
29 Lt co wymaga €B=/—0; 


to jest : niezmienimy żadnćj charakterystycznćj cechy summy linij danego systemu dodaniem do niego 
dwóch linij wtedy tylko, kiedy wprowadzone do systemu linie są położone na jednćj i tejże prostéj, sa 
równe co do ich wielkości a przeciwne co do kierunku i mają ten sam punkt za ich wspólny początek. 


Jak widzimy, oryentacya położenia dwóch linij, wprowadzanych do systemu, nie jest objęta ża- 
dnym warunkiem, co znaczy, że pozostaje ona dowolną. 


Zaledwie potrzebujemy nadmieniać, że możemy dodać dosystemu tyle linij ile się podoba, byle 
tylko każda grupa dwóch linij zadość czyniła powyższym warunkom. 


UwaAGA. — Warunki niezbędne dla tego, ażeby położenie i początek sammy trzech linij : 4, 2 i 3, 
z których dwie ostatnie są równe i przeciwnego sobie kierunku było takie same, jak położenie i po- 
czątek linii 1, mogą być wyprowadzone geometrycznie, niezależnie od wzorów (1) i (2). 


19 Co do położenia. Ponieważ położenie summy dwóch linij przechodzi przez punkt ich wzaje- 
mnego przecięcia się, więc ażeby położenie sammy trzech linij (I -- 2--3) zlewało się z położeniem 
linii 1, potrzeba, żeby punktem przecięcia! się położenia DF summy dwóch linij (I -- 2) z położeniem 
linii 3 był punkt G, czyli innemi słowy, żeby linia 3 spotykała linię I w tym samym punkcie co i 
linia 2;a że linie 2 i 3 muszą zostawać równoległemi (gdyż w przeciwnym razie wielkość summy 
systemu zmodyfikowanego nie byłaby równą wzelkości summy linij danych), zatóm położenie linii 3 + 
położenie linii 2 musza stanowić jedną i tę sama proste. 


2 Co do początku. Przyjąwszy, że ten warunek ma być wypełniony, i wiedząc, że początek sammy 
dwóch linij jest punkt, w którym położenie sammy spotyka koło poprowadzone przez początki dwóch 
linij dodawanych i przez ich wzajemne przecięcie się, widzimy : aby początek A linii 4 pozostał po- 
czątkiem summy (1-2 +3), potrzeba żeby koło, przeprowadzone przez początek D linii S =(1--2), 
początek æ linii 3 (którćj obecne położenie zlewa się z położeniem linii 2) i punkt G przecięcia się 
linij S'i 3, spotykało położenie sammy S= (I--2--3), to jest linię 1 w punkcie A; więc punk- 
tem w może być tylko punkt B, gdyż koło przechodzące już przez trzy punkta : A, D i G, jest najzu- 
pełnićj wyznaczonćm. 


s 34. Początek summy dwóch linij równoległych. — Tu moga zajść dwa przypadki : 1° dane 
dwie linie są tego samego kierunku (fig. 25) i 2” dane dwie linie są kierunku przeciwnego (fig. 26). 


W pierwszym razie wprowadzeniem do systemu danych linij 1 i 2 (fig. 25) dwóch linij z i y (któ- 
rych oryentacya może być wziętą dowolnie) tego samego położenia, tćjże wielkości, przeciwnego so- 
bie kierunku i mających spólny początek P, nie zmienimy w niczém summy linij 1--2; to jest, że 
wszystkie charakterystyczne cechy summy linij : (r-- 1--2-ky) będą te same jak sammy linij da- 

ART. X. > 
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nych : (1+2). Wyznaczywszy więc stopniowo : początek summy linij z i 1, potém początek summy 
linij : (c-E1) i 2, następnie początek summy linij (£41 2 i linii y, otrzymamy początek S 
summy linij : (r--1--2--y), który będzie zarazem początkiem summy linij (1--2). 

Rysunek wskazuje nam, że początek S summy SM danych linij 1 i 2 znajduje się na prostćj AB 
łączącćj początki A i B tych linij. Tak być powinno, gdyż wiemy z $ 33, że w ogólności, dla znale- 
zienia początku summy dwóch jakichkolwiek linij, dosyć jest połaczyć ich początki A i B; wykre- 
Ślić w jednćj ze skrajności linii AB kąt równy temu, jaki czyni linia dana, przechodząca przez drugą 


skrajność linii AB, z położeniem summy danych linij; punkt w którym to położenie spotyka ramię 
tak zbudowanego kata, będzie szukanym początkiem. Otóż, w przypadku linij równoległych 1 i2 
(fig. 25) położenie SM summy (I -++2) tworzy z każdą z linij danych kąt równy 0°, ramię więc kąta, 
o którym mowa, zlewa się z samą że linia AB; zatćm początkiem summy (1+2) będzie punkt prze- 


cięcia się linij SM i AB. 


W skutek Léi własności, linie pomocnicze zi y, przy szukaniu początku summy linij równole- 
głych, mogą nie mieć spólnego początku P, ale powinny one leżeć zawsze na jednćj prostćj. 
Nadto, nie mamy potrzeby wykreślać koła służącego do wyznaczania początków summ częściowych 
2), albowiem chodzi nam tylko o znalezienie położenia sammy (1-2), które prze- 


(+1), (+12 
cięciem się swojćm z linia AB da nam początek tćj summy. Zatćm położenie i początek summy dwóch 


linij równoległych wyznaczy się z samego tylko wykreślenia wieloboku 282 rzedu tych linij. 

Powyższa uwaga stosuje się najzupełnićj i do wyznaczenia początku summy dwóch linij równole- 
głych przeciwnego sobie kierunku. Przykład takich linij podajemy na fig. 26. Wykreślenie kół da- 
2) wskazuje, że i w tym przypadku 


jacych początki summ częściowych i summy szukanćj SM= (1 
A i B. Tło- 


początek sammy S jest punktem przecięcia się położenia SM; z prostą łączącą początki dane 
maczy się to tém, że kąt linii 1 z położeniem SM równym jest 0, a kąt linii 2 z témże położeniem ró- 
wna się 180%; w obydwu więc razach, ramię kąta wykreślonego bądź w punkcie A, bądź też 


w punkcie B, zlewa się z prostą AB. 
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332. Początek różnicy dwóch linij. 


o początku różnicy dwóch linij. 


— Pozostaje nam wrócić do fig. 


PŁASCZYZNIE, b. 


A 


I i powiedzieć słów kilka 


Fig 

Ponieważ odejmowanie jest to dodawanie linii wziętćj w przeciwnym kierunku, zatóm różnica linij 
l 1 — 2, odpowiada I i Il; początek więc D tćj różnicy d | 2) znajdziemy szukając początku D 
ummy linij (I Il). I w ogólności, wszystko co było powiedzianć mo punkcie S, stosuje się również 
i do punktu D. 

5 33. Początek summy linij systemu dowolnego Niech będzie dany system "in! ją 

—/ których poczatki leżą w inktach A, B, ( N. Początek O lini : 8 

| 4), powstałćj z dodawania danych linij w p th tym, na zasadzie praw wyło- 

żonych w poprzedzających paragrafach, otrzyma się w sposób następujący 

Przedłużamy linie 1 i 2 do ich przecięc ęw punk Qı, przez U uńkia. A; Bi Q, episujem; 
koło K;,, które przecina linií 2) w punkcie 0. Punkt Oy jest początkiem lin echt age ie 
przedłużamy linie (1 2) 13 do ich przecięcia się w punkcie Qə»; przez trzy punkta Oy, í Us opisu 
jemy koło Kə, któr przeci linie (I 2 ) w puncie O Punkt O jest początkiem limi (1 a 3). 
Dalćj przedłużamy linie (1 A 3)1 4 do ich przecięcia się w punkcie Q3; przez trzy punkta Oz, DI Qs 


opisujemy koło K;, które przecina linię (1 2 ) 
(1 )_L3 


L (n— | 


N jest nam dany. Przedłużamy więc te linie do ich prze 


. Postępując dalćj w taki sposób przyjdz 


, mającćj swój początek w punkcie O 


Or..2, N i Qa- opisujemy koło Kn—1, które przecina lin 


t) w punkcie 03. Punkt O; jest poczatkiem linii 


) D — (77 — >) 


iemy nakoniec do linii 1 


ą i do ostatnićj linii n danego systemu, którćj początek 


cięcia się w punkcie Qn—1 I przez trzy punkta 


je [1 EE l ín 1)-+n] w punkcie O 


1 
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Punkt O„_t jest początkiem summy danych linij 1, 2,3,..., (n—1),n, dodawanych w porządku 
oznaczonym. 


Dla krótkości będziemy nazywali koła K;, Kə, ... Kn—1, kołami początków, a punkta Oy, De, , On— 
początkami summ częściowych : Ai 2, (1+ 2)i 3, AF243) ih e FF Fain 
snmmami częściowemi. 


Łatwo przewidzieć, że wyznaczenie początku summy linij danego systemu nie jest działaniem jedno- 
wartościowém, lecz zależy od porządku, w jakim dane linie będziemy dodawać. W ogólności, dla każ- 
dego nowego porządku linij dodawanych otrzymamy nowy początek i każdy z takich początków leży 
na jednej i téj samćj prąstćj wyznaczającćj położenie summy danych linij. Tylko w niektórych razach 
wszystkie te warunki mają miejsce i wtedy wyznaczenie początku sammy jest działaniem jednowarto- 
ściowóm. 


Przypadki, w których wyznaczenie początku sammy jest działaniem jednowartościowćm, to jest 
niezależnaóm od porządku linij dodawanych, są następujące ` 


1) Dany system składa się z dwóch linij jakichkolwiek ; 
2) Dany system składa się z trzech linij jakichkolwiek; 


3) Dany system składa się z linij równoległych tego samego lub przeciwnego kierunku i mających 
swe początki na jednćj prostćj ; 


4) Dany system składa się z linij mających spólny początek ; 
5) Dany system składa się z linij, których początki leżą na jednćj prostćj ; 
6) Dany system składa się z linij, których wszystkie koła początków mają jeden punkt spólny. 


Dowodzenie tych twierdzeń zostawiamy czytelnikowi, jednak dla ułatwienia dowodu uważamy za 
stosowne nadmienić. 


ad 1) Przypadćk 1% jest wymiarem samego określenia początku summy dwóch linij; 


ad 2) Przypadek 2si, będzie prostym wymiarem następującćj własności : Skoro dany system składa 
się tylko z trzech linij, to wszystkie koła początków mają jeden punkt spólny, który będąc 
połączonym z początkami danych linij, daje nam katy równe katom nachylenia tychże linij, 


ad 3) Przypadek 3% opiera się na znajomćj nam własnosci początku dwóch linij równoległych, a 
mianowicie : Początek dwóch linij równoległych leży na linii, łączącćj początki tychże linij; 


ad 4) Przypadek 4% jest widocznym i nie potrzebuje dalszego objaśnienia ; 
ad 5) Przypadek 5% może być sprowadzony do 3%, rozkładając dany system na dwa inne o liniach 
równoległych; 
ad 6) Przypadek 6% (najwięcćj ogólny) wynika z przypadku 3*. 
WIADOMOŚCI POMOCNICZE SŁUŻĄCE DO ZBADANIA WŁASNOŚCI WIELOBOKÓW DRUGIEGO RZĘDU. 


$ 34. Wiadomości, o których tu mówić zamierzamy, sę powszechnie oparte na zasadach Geome- 
tryi położenia, my zaś przedstawiamy dowody elementarne, a tém samém więcćj przystępne dla 
szerszego koła czytelników. 


TWIERDZENIE I. — Mając figure utworzoną z sześciu linij łączących między sobą cztery punkta płasz 
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CZYZNY, można zawsze wykreślić druga figurę, również złożona z SZEŚCIU lini) taczacych cztery inne punkta, 
i taka że : 4° Każdemu bokowi jednéj figury, odpowiada w drugićj figurze bok badź prostopadły, bądź 
do nie go równoległy ; 2° Każdemu pokowi trzech lini) jednéj figury odpowiadaja w drugićj figurze trzy bo- 
ki trójkata, prostopadłe lub równoległe do trzech linij pęku. 

W samój rzeczy, niech będą (fig. 27) cztery punkta dane : A, B, CiD; figura utworzona z ich 
połączenia będzie składać się z sześciu linij, albowiem z połączenia trzech punktów A, B, C otrzy- 
mamy trójkąt ABC, a z połączenia punktu D z trzema poprzedniemi punktami, będziemy mieli inne 


trzy linie DA, DB, DC. Figura ABCD zawierać będzie cztery trójkąty : 
(1) ABC, DAB, DBC, DAC 


Niech punkta : 


punkta D, AT, D i ©, otrzymamy figurę A'B'C'D', złożoną z sześciu linij, z których : 41°) Każda jest 


prostopadła do jednéj z linij figury danéj ABCD (co wynika z samego wykreślenia środków kół) ; 


) EY ss £ , ` / 1 . LL 
20) Każdy pęk trzech linij nowćj figury, odpowiada trzem bokom trójkąta w figurze danćj (gdyż jak 
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wiadomo, prostopadłe do trzech boków trójkąta, wystawione w ich środkach, zbiegają się w jednym 
punkcie). 


Rozmaite boki figury A'B'C'D' i prostopadłe do nich boki figury danćj ABCD, są oznaczone temi 
samemi cyframi, tylko te cyfry dla figury A'B'C'D' są kreskowane. 


Tak więc : 1) linia AC=3 na figurze danćj jest prostopadłą do linii D'© = 3' na figurze w téj 
chwili otrzymanćj ; linia BD = 4 dawnćj figury jest prostopadłą do linii A'B' =4' nowćj figury it. d. 
i odwrotnie ` bok AD':=1' figury nowćj prostopadłym jest do boku AB=1 figury danćj i t. p. Oprócz 
tego : 2) na figurze danćj, trzy linie AB=1, BD=4, BC = 2 stanowią pęk trzech linij, mających 
punkt B za węzeł ; na figurze nowćj trzy linie odpowiadające liniom 1, 4, 2, są boki 1',4/, 2, trójkąta 
A'B'D'; i odwrotnie ` pękowi trzech linij CA =5, C'D'=3', CB =6' figury nowćj, odpowiadają na 
figurze danćj trzy boki 5, 3, 6 trójkąta ADC. 

Figury ABCD i A' BCD! posiadające przytoczone dopiero własności, zowią się figuram wzaje- 
mnemi (*). 

Jeżeli obrócimy figurę A'B'C'D' na 907, jak wskazuje nasz rysunek, przybierze ona położenie «6C5, 
a jéj rozmaite boki z prostopadłych staną się równołegłemi do odpowiednich boków figury danćj 
ABCD; ale obrót ten nie zmienia względnego położenia linij figury A'BC'D'; to jest, że każdemu 
pękowi figury «4C'8' odpowiada trójkąt na figurze ABCD i odwrotnie. Nadto, przenosząc równolegle 
figurę a EC A do jakiegokolwiek miejsca płasczyzny, np. do położenia aćyó, nie nie zmiemimy w jéj 
charakterze, tak że figury ABCD i aćz8 będą figurami wzajemnemi. 


Przypadek, kiedy boki dwóch figur wzajemnych są równołegłe, jest właśnie ten, jaki najczęścićj wy- 
padnie nam rozpatrywać. 


UwaGA. — Dowiodłszy założonego twierdzenia, należy nam jeszcze zrobić następującą uwagę : 
1° Wszelka figura abed podobna do figury ażyd, jest wzajemną względem figury ABCD i odwrotnie. 
20 Wszelka figura abcd, wzajemna względem figury ABCD, jest podobną do figury 2639. 


Istotnie, ponieważ charakter otrzymanćj figury a%y0, nie zależy wcale od wielkości jéj boków, za- 
tém wszelka figura podobna do sën? i dowolnie na płasczyznie umieszczona, może być sprowa- 
dzona do takiego położenia że będzie ona wzajemną względem figury ABCD. Ale ztąd bynajmnićj 
nie wypada, że figura ABCD ma nieoznaczoną liczbę figur wzajemnych i różnych, albowiem natura 
wszystkich figur do siebie podobnych, pozostaje jedna i ta sama, i różnica między niemi jest tylko 
czysto metryczna, powstająca z wyboru iedności dla mierzenia długości linij, czyli zależąca od przy- 
jętój skali. 

Że zaś wzięta figura abcd wzajemna względem figury ABCD, jest podobną do aśy5, wynika ztąd, 
że dwie figury abcd i «fyò będą się składały z tćjże samćj liczby trójkątów podobnych i w podobny 
sposób ułożonych. 


$ 35. Widzieliśmy, jak mając figurę ABCD, łączącą po dwa cztery punkta A, B, C, D, wykreśla się 
figurę wzajemną jakąkolwiek abcd, podobną do figury ay raz otrzymanćj ze znalezienia środków 
D', A, B', C kół opisanych około trójkątów składających figurę dana ABCD. Ale ta droga jest za długa; 


(1) Figury te stanowią szczególny tylko przypadek figur wzajemnych w ogólności. Ale ponieważ teorya takich figur 
nie wchodzi obecnie do naszego programu, przeto nie będziemy jćj rozwijać obszernićj, 
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możemy wykreślić wprost figurę abed, na mocy samego określenia figur wzajemnych. W samćj rzeczy, 
uważajmy najprzód że : 


1° Trójkąt ABC utworzony z linij 1, 2, 3 będżie miał na figurze wzajemny węzeł, złożony z trzech 
linij, odpowiednio równoległych do linij 1, 2, 3. Zatóm z jakiegokolwiek punktu d płasczyzny należy 
poprowadzić trzy proste da = 1, db=2 i de =3, nieokreślonćj długości, równolegle do trzech 
boków trójkąta ABC. 


20 Następnie, linie 1, 5, 3, tworząc na figurze ABCD węzeł A, będą miały za figurę wzajemną trój- 
kąt. Mamy już położenie dwóch boków da=l i dc=3 tego trójkąta; należy więc wkreślić 
między linie da i de prostę równoległą do linii 5; prosta ac może być długości dowolnćj, gdyż okre- 
ślenie figur wzajemnych w niczćm nie warunkuje długości odpowiednich sobie boków. 


3° Dalćj, trzy linie 1, 4, 2 tworzą węzeł B na figurze danćj. zatóm odpowiednie im trzy linie figury 
wzajemnćj muszą tworzyć trójkąt. W szukanym trójkącie, jeden bok da=l jest już wyznaczonym co 
do położenia i wielkości, a drugi dh=2— co do położenia ; zatóm, ażeby mieć bok odpowiadający 
linii 4, należy przez punkt a (jnż wyznaczony) poprowadzić prostę ab równoległą do linii 4 aż do jéj 
spotkania się w punkcie b z linią 2. 


4» Nakoniec, linie 2, 6, 3 stanowią węzeł C na figurze ABCD, więc muszą mieć na figurę wzajemną 
trójkąt. Otóż, dwa boki tegoż trójkąta dc=3 i db =2, są już wyznaczone co do położenia i wielkości 
dla utworzenia więc trójkąta, pozostaje nam tylko połączyć punkta b i e (zupełnie już wyznaczone) 
linia be=6. Lecz, ażeby cała tak otrzymana figura abcd była rzeczywiście wzajemną względem figury 
danćj ABCD, potrzeba ażeby szósta linia bc=6, =która znalazła się najzupełnićj już wyznaczoną przez 
pięć innych linij, była równoległa do odpowiadającćj linii DG—=*6, na figurze danćj (*). 


Otóż nic nie dowodzi d priori, że linia be jest równoległą do linij DC. Należy zatém dowieść nastę- 
pującego twierdzenia : 


$ 36. TWIERDZENIE II. — Jeżeli : Uz sześciu linij łączących cztery punkta płasczyzny, pięć linij jednej 
figury są równoległe (lub prostopadłe) do pięciu linij drugić) figury, złożonćj również z sześciu linij 
łaczących cztery inne punkta ; i jeżeli oprócz tego, 2) Linie te są tak wykreślone, że pękowi trzech linij, 
jednćj figury odpowiadają na drugićj figurze trzy boki trójkąta, to twierdzimy że i szóste linie dwóch 
figur będą także do siebie równoległe (lub prostopadłe), a zatćm figury takie będą wzajemnemi. 


Niech w dwóch figurach ABCD i abcd (fig. 27), pięć linij : 1, 2, 3, 4, 5 pierwszćj figury, będą ró- 
wnoległe do pięciu linij 1, 2, 3, 4, 5 drugićj, i niech stosownie do założenia, pękowi trzech linij 
figury ABCD odpowiadają trzy boki trójkąta w figurze abed (*). Mamy dowieść, że szóste linie : be 

DC są względem siebie równoległe. 


(1) Możemy tu nadmienić że skala do którćj odniesione są długości rozmaitych boków figury abcd, wynika właśnie 
z długości nadanćj pionowćj linii ac, to jest z długości, na jakićj tę linię prowadzimy względem punktu d. 

(2) O ile, w ogólności, ważnym jest ten warunek, pokazuje nam to figura 28. Dwie figury ABCD i abcd mają pięć 
linij równoległych : 1, 2, 3, 4, 5; jednak szósta linia GD figury ABCD nie będzie równoległa do szóstćj linii cd figury 
abcd i linia równoległą do CD będzie inna linia ck. Figury te nie moga być wzajemnemi, gdyż naprzykład, trójkątowi 
145 figury ABCD, odpowiada również trójkąt 145 na figurze abcd; pęk trzech linij 4, 1,2 pierwszćj figury nie ma nic 
wzajemnego na figurze drugićj i t. p. Główną jednak przyczyną że linie DCi dc nie są równoległe jest to, że na figurze 
ABCD czwarty punkt D jest zewnątrz trójkala ABC, wtedy gdy na figurze abcd, punkt d leży wewnątrz trójkąta abc. 
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W tym celu wyobraźmy sobie figurę af30 wzajemną względem figury danéj ABCD (okazaliśmy, że 
wykreślenie figury aśyo jest zawsze możebnóćm). Linia 6, będzie zatém, z samego wykreślenia, równo- 
legła do linij DC. Porównywając między sobą figury af i abcd, spostrzegamy natychmiast, że są one 


do siebie podobne, jako złożone z trójkątów podobnych i w podobny sposób ułożonych. 


W samćj rzeczy, mamy najprzód : 
A od A abd: l A ayd SA Aacd 
gdyż te trójkąty mają po trzy boki równoległe z wykreślenia ; ztąd wynika proporcya 


x3: ad 86: db 


więc 


a że kąty 60y i bde są sobie równe, zatém trójkąty 60y i bde będą do siebie podobne, a w skutek 
tego i trzecie ich boki by i be muszą być równoległe. Więc be równoległa do yć, będzie tém samém 
równoległa do linii DG. 

Pięć linij figury mogą być wzięte w porządku jakimkolwiek; dowodzenie równoległości szóstych 
linij zostanie to samo. Tak naprzykład, jeżeli na figurach ABCD i abcd linie odpowiednio równole- 


głe są 1, 3, 4, 5,0, wtedy uważając figurę pomocniczą aży0 i trójkąty podobne : 


A ZD) i Aacd: Aach i A ay 


Zobaczymy w następnym paragrafie, że w niektórych przypačkach dwie figury mogą nie być wzajemnemi, ale z tém 


wszystkićm, równoległość pięciu ich boków pociąga za sobą równoległość i szóstych linij. 


RACHUNEK WYKREŚLNY NA PŁASCZYZNIE. 49 
otrzymujemy 
ay : ac = aò : ad, 
ay: ac = aĝ : ah, 
zkąd 
md : ad =ab : ab ; 


więc trójkąty af? i abd mające kąty 6x3 ibad równe, zawarte między bokami proporcyonalnemi, są 
podobne; a że już dwa ich boki 1 i 4 są równoległe, przeto i trzecie boki 63 i bd także będą równole- 
głe ; ztąd wynika, że linia Ad — 32 jest równoległa do linii BC = 2. 


W ogólności, jakkolwiek będą nam dane pięć linij równoległych (np. 2, 6, 3, 5, 4), tworzą one 
zawsze z konieczności dwa trójkąty bed, ade, mające jeden bok (cd) spólny, a zatem spólne dwa 
wierzchołki (c i d); ztąd wyprowadzimy proporcyonalność dwóch boków (dai db) do odpowiednich 
im boków figury afyd, a w skutek tego równoległość linij (ab i a6) łączących trzecie wierzchołki tych 
dwóch trójkatów. 


Własność wyrażona twierdzeniemj1I będzie często nadzwyczaj dla nas użyteczną i posłuży do wy- 
prowadzenia bardzo ważnych wniosków. 


UwAGA. — Na figurze ABCD (fig. 27) czwarty punkt płasczyzny D, znajduje się wewnątrz trójkąta 
ABC, łączącego punkta A, B, C; otóż punkt D może być położony zewnątrz trójkąta jak np. na 
fig. 28. Ale dla obu przypadków twierdzenie nasze stosuje się bez żadnćj zmiany; kształt zewnę- 
trznéj figury zamiast trójkąta ABC (fig. 26) będzie czworobokiem ADBC (fig. 27); lecz jak w jednym 
tak i w drugim przypadku cała figura zawsze się składać będzie z czterech trójkątów. 


§ 37. Równoległości szóstéj linii dwóch figur łączących cztery punkta płasczyzny, można dowieść 
niezależnie od pojęcia o figurach niezależnych, stawiając twierdzenie w sposób następujący : 


TWIERDZENIE II. Jeżeli pięć linij jednego czworoboku są równoległe do pięciu linij drugiego, to i 
szóste linie będą także do siebie równoległe. 


Niech będzie dany (fig. 29) czworobok oabe i jego przekątne ob i ac. Jeżeli przez dowolny punkt O 
płasczyzny, poprowadzimy linię OB równoległą do ob, to dla utworzenia nowego czworoboku, linie 
równoległe do czterech stron 1, 2, 3, 4 czworoboku danego, moga być wzięte w jednym z czterech 
następujących porządków : 


4 2 
1) 3 1; æ) 41 3; 
2 4 
4 2 
3) 4 3; In 3 1. 
2 4 


[* PRZYPADEK Oznacza, że przez punkt O prowadzimy linię OA” równolegle do strony czworoboku 
danego, oznaczonćj cyfrą 3, a następnie z dowolnego punktu B prostćj OB kreślimy BC równolegle 
do strony 1; poczóm pozostanie przez punkt O poprowadzić OC" równolegle do linii 2 i przedłużyć 
ją do spotkania się w punkcie C'”' z linią DC" poprzednio wykreśloną, a także z punktu B wykre- 
ślić linię BA” równoległa do linii 4, do jéj spotkania się w punkcie A” z prostą OA”. Otrzymamy 
więc czworobok OAT DC, którego jedną przekątną jest linia OB równoległa z wykryślenia do prze- 

ANT. X. 
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kąatnéj o5=5, a drugą będzie linia ATC, stanowiąca szóstą stronę tego czworoboku. Widocznóm 
jest, że w uważanym przypadku, linia ATC" będzie równoległą do linii oe = 6, gdyż czworoboki 


OA'BC'"i oabe są złożone z trójkątów podobnych, a nadto w podobny sposób ułożonych, 


Fig. 29. 


W 2im pRZYPADKU, wykreślamy z punktu O prostę OA równoległa do linii 1, a z dowolnego punktu 
B' prostćj OB, prowadzimy B'C' równolegle do linii 3; poczóm przez O kreślimy OC równolegle do 
linii 4, a przez D kreślimy D'A równolegle do linii 2; otrzymamy ztąd czworobok OAB'C złożony 
z trójkątów OAB'i OBC' podobnych odpowiednio do trójkątów oa% i obe składających czworobok 
dany oabc. Wypadnie w skutek tego że przekątna AC) jest równoległą do przekątnój ac = 6. 

Wykreślone w tych dwóch przypadkach czworoboki OA”BC” 1 OAB'C' nie są wzajemne względem 
czworoboku danego oabc. 

Idąc wskazaną drogą otrzymamy ` w äm przypadku czworobok OABC, 

G G GK A / (ad 


» a w 45m » » 0OA' BC”. 


Ostatnie dwa czworoboki będą wzajemne względem czworoboku oabc, jak się o tém także możemy 
przekonać. 

Mamy więc do roztrząsania tylko dwa przypadki Zi i A, Ograniczamy się przeprowadzeniem do- 
wodzenia równoległości Géi linii czworoboku, dla jednego z tych przypadków, naprzykład dla 38°. 

Niech w czworobokach oabc i OABC, pięc linij jednego : 


oa ab be co ob 


RACHUNEK WYKREŚLNY NA PŁASCZYZNIE. 5 
będą równoległe do pięciu linij drugiego : 
A0 OC CH BA Ob: 
należy dowieść że szóste linie : ca i AC, będa także do siebie równoległe. 


W tym celu wykreślmy czworobok pomocniczy OCDE, w sposób następujący : 


W czworoboku OABC przedłużmy dowolnie strony AO i BC, a następnie przez punkta O i C po- 
prowadźmy OD równolegle do AC, i CE równolegle do OB; linie OD i CE przecinają proste CD i OE 
w punktach D i E, które połączone linią ED dadzą nam czworobok OCDE. 


Oczywiście, twierdzenie nasze będzie dowiedzione, jeżeli okażemy, że linia ca jest równoległą do 
linii OD. 

l° Dla tego, powiadamy najprzód, że wszystkie strony czworoboku pomocniczego OCDE są równo- 
ległe do odpowiednich im stron w czworoboku OABC. 


Otóż, ze sposobu w jaki czworobok OGDE został wykreślony widzimy, że pięć linij tego czworo- 
boku są równoległe do pięciu linij czworoboku OABC; pozostaje więc dowieść, że szóste strony, 
o jest AB i ED są równoległe ; czyli że trójkąty AGB i EFD, mające już po dwa boki równoległe (AG 
równoległą do FD i GB do EF) są podobne, a dla tego dosyć będzie okazać że dwa boki AG i GB są 
proporcyonalne do FD i EF, albowiem katy między temi bokami zawarte : AGB i EFD widocznie 
są sohie równe. 


Trójkąty podobne EFO i OGA, jako tóż FDC i GBC dają nam proporcye : 

EF : OF= 0G : AG 
FD: FC=GQ : GB, 

a że w równologłoboku OGCF, OF=GQ a 0G=FC, zatém 

EF. AG=FD.GB, 

ztąd : 
EF: GB =FD: AG, 

co było do okazania, więc linia ED jest równoległą do linii AB. 


2” Powiadamy następnie, że wszystkie strony czworoboku pomocniczego OCDE są równoległe do 
stron czworoboku danego oabc. 


Ponieważ pięć stron czworoboku OCDE : 
OC, CD, DE, EO, CE, 
są już równoległe do pięciu stron czworoboku vabe : 
ab, Ae, oe, ao, ob, 


pozostaje dowieść że szóste strony OD i ac będą także równoległe, czyli okazać, że trójkąty OED i oca, 
mające już dwa boki (EQ i ao, DE i oc) równoległe, są podobne. 


Otóż trójkąty OCE i DCE, mające spólną stronę CE, są odpowiednio podobne do trójkątów abo 
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cbo, mających spólną stronę ob. Ztąd będziemy mieli proporcyę : 


CE : ob =0E : oa, 
CE : b = ED : oc, 


(1) OE : oa ED: oc. 
Ponieważ zaś 


kąt OEC = kątowi aob 


kat CED = kątowi cob 
więc ich summy będą także równe, czyli że : 
(2) kat OED = kątowi coa, 
zatém, na mocy (1) i (2) trójkąty OED i coa są podobne, a więc ich trzecie boki OD i ca są wównoległe. 


Otóż linia OD jest z wykreślenia równoległą do linii AC; zatém AC jest równoległą do ac, —co było 
do okazania. 


UwaGa. Dowodzenie nasze wykazuje że jeśli cztery boki i przekątne jednego czworokąta są równo- 
ległe do czterech boków i przekątnój drugiego czworoboku, to i drugie przekątne będą równoległe. 
Ale szóste strony czworoboków mogą nie być przekątnemi i założone twierdzenie pozostanie prawdzi- 
wém, to jest że równoległość szóstych linij dwóch czworoboków wynika z rownoległości pięciu 
jakichkolwiek ich stron. 

Tę własność moglibyśmy wykazać bezpośrednio postępując w wyżćj przytoczony sposób, to jest 
dając sobie z góry położenie dwóch linij (mających być przekątnemi nowego czworoboku) poprowa- 
dzonych równolegle do przekątnych ob i ac czworoboku oabe i rozbierając cztery możliwe przypadki 
grupowania boków 1, 2, 3 i 4; trzy linii nowego czworoboku zawsze mogą być poprowadzone d priori 
równolegle do trzech stron czworoboku danego oadc, ale linia czwarta będzie już najzupełnićj wyzna- 
czoną przez wykreślenie trzech innych linij ; otóż łatwo będzie okazać że ta linia czwarta nowego 
czworoboku będzie równoległą do linii czwartćj czworoboku oabc. 


$ 38. Dowiedźmy teraz powyższego twierdzenia dla dwóch figur łączących cztery punkta płasczyzny, 
w przypadku kiedy kontur tych figur, zamiast czworoboku, jest trójkątem. 

Niech figury ABCD i abcd (fig. 30) mają pięć linij równoległych : 1, 3, 4, 5, 6. Dostrzegamy że 
te figury czynią zadość warunkom wzajemności, zatém z góry wiemy że szóste ich linie BC i be będą 
także równoległe : ale chcemy dowieść tego bezpośrednio. 

W tym celu wykreślamy figurę pomocniczą $yda w sposób następujący : 

Przez punkt d prowadzimy dy, równolegle do ac, do spotkania się jéj w punkcie y z przdłużeniem 
linii ba; następnie, przez punkt y kreślimy y8, równolegle do b3, do przecięcia się jéj w punkcie 5 
z przedłużoną linią de i potóm łączymy 58 zai otrzymujemy w skutek tego figurę gyda. 
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Dowodzenie nasze przeprowadzimy tak samo jak w paragrafie poprzednim, to jest okażemy : 1°) że 
sześć linij figury pomocniczćj są równoległe do sześciu linij figury addc, i 29) że sześć linij tejże figury 


pomocniczćj są równoległe do sześciu linij figury danćj A BCD. 


lo Z wykreślenia samego, pięć linij figury £y7a są równoległe do pięciu linij figury abdc; ażeby 


więc dowieść że szóste ich linie : ga i bd są równoległe, dosyć będzie, połączywszy punkta 5 ib linia 


gb, uważać dwa czworoboki : bgdy i gbca w których : 


3h dy 75 
strony 


są odpowiednio równoległe, 


i przekątne ) | 
ab d 


d 
a zatćm i szóste ich linie: ga i bd będa także równoległe. 
2° W figurach 


powiadamy że i szóste ich linie, to jest gy i BC, będą także równoległe. 


zda i ABCD, pięć linij jednćj sa równoległe do pięciu linij drugićj z wykreślenia, 


W samćj rzeczy, trójkąty ADB i ADC mające spólną stronę AD, są odpowiednio podobne do trój 


katów ady i adg mających spólny bok ad; ztąd wynika proporcya : 
ay ` DB= aß : DC, 


oprócz tego, kat katowi BDG, 


say 


więc trójkąty xay i BDC sa podobne, a że mają już one podobne boki równoległe (ay do DB i ag do 
DC), zatém i trzecie ich strony będą równoległe ; to jest y3 będzie równoległa do BC. Otóż 6y jest ró- 
wnoległą do linii bc z samego wykreślania, więc szóste strony BC i Ae figur ABCD i abcd są do siebie 
równoległe; co było do okazania. 
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O WIELOBOKACH PIERWSZEGO I DRUGIEGO RZĘDU. 


$ 39. W poprzedzających paragrafach, przy szukaniu wielkości i kierunku summy danych 
linij, uważaliśmy pewien szereg linij po sobie następujących, czyli tak zwany włelobok 48° rzędu; przy 
szukaniu zaś położenia téj sammy, otrzymaliśmy pewną figurę, któraśmy nazwali wielłobokiem 280 rzedu. 
W niniejszych paragrafach zamierzamy : 

l° Ugrupować własności wieloboku 1so rzędu, napotykane już przez nas pojedynczo przy rozmai- 
tych kwestyach tyczących się dodawania linij. 

20 Poznać bliżćj własności wieloboku Ze rzędu, to jest wykazać zależność jego części : od wieloboku 
leo rzędu, od danych linij, nakoniec od bieguna samego. 

$40. Własności wieloboku pierwszego rzędu. — Własności wieloboku 180 rzędu są naste. 
pujące : 

WŁasNOść I. — Mają? dany system linij, kazdy punkt płasczyzny może być wzięty za ich biegun, 


czyli za porzatek wieloboku Jee rzędu, gdyż strony tego wieloboku charakteryzują się tylko wielkościa 


i kierunkiem a bynajmnićj nie ich rzeczywistóm na płasczyznie położeniem ($ 14). Wypada ztąd, że 


dla jednego i tegoż samego systemu linij przysługuje nieskończona ilość wieloboków 180 rzędu. 
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Jeżeli wychodząc z rozmaitych biegunów, i wykreślając rozmaite wieloboki rzędu 180 danych linij, 
zachowamy dla każdego z nich jeden i ten sam porządek następstwa jego stron, otrzymane ztąd wie- 
loboki, będa wszystkie pomiędzy sobą równe, to jest, że przez nadanie tym figurom odpowiedniego 
przenośnego ruchu (translation), możemy zawsze przyprowadzić rozmaite wieloboki do wzajemnego 
ich pokrywania się. Jeżeli zaś, wychodząc z tegoż samego bieguna zmieniamy porządek następstwa linij, 
w skład wieloboku 48° rzędu wchodzących, otrzymane figury będą tylko równowarte ($ 15) tak po- 
między sobą, jako téż wielobokom równym, wykreślonym z rozmaitych biegunów. 


Dla danego systemu, składającego się z n linij wieloboków równych leo rzędu, jest ilość nieskoń- 

czona : wieloboków zaś równowartgch, będzie liczba P„ wyrażona ($ 15) iloczynem : 
Pa = 1 D 3:3 kę e (n— 1). N. 

WŁASNOŚĆ II. — Z samego określenia wieloboku 148° rzędu (§ 14) wypada, że jego strony nie tylko 
są równe co do wielkości odpowiednim im liniom danym ale i jednakowegv z niemi kierunku, czyli że 
wielobok 180 rzędu jest także wiełobokiem kierunków danego systemu. 

WŁASNOŚĆ III. — Strzałka sammy OE (fig. 27) danych linij jest przeciwna cyklowi strzałek wielo- 
boku 180 rzędu jeżeli ten wielobok jest niezamknięty, to jest jeżeli summa linij danych jest różną od 
zera. Jeżeli zaś summa linij jest zero, ich wielobok 16% rzędu zamyka się sam przez się i strzałki roz- 
maitych stron jego stanowią cykl zupełny, to jest ida one ciągle w jednym porządku. 

WŁasNOść IV. — Rozmaite promienie wieloboku 48° rzędu tworzą pęk linij w kierunku odśrodkowym 
względem bieguna O (fig. 27). Wielkość i kierunek jakiegokolwiek promienia przedstawia wielkość i 
kierunek sammy wszystkich linij wziętych w kierunkn cykla, i zawartych między biegunem, a końcem 
tego promienia. Jeżeli zaś wielobok 1so rzędu jest zamknięty, wtedy każdy promień wyraża wielkość 
summy linij położonych bądź po jednćj jego stronie, bądź tóż po drugićj, tylko dwie te summy 
będą przeciwnego sobie kierunku. Tak np. (fig. 31), widzimy że 


promień Ob jest summą linij (1-F2--3), 
» Od » » (1--2-3--4--5), 
PORZ "3 » -+(1--2-+3--4), 
albo tóż 
» o Oc= s» —(5+6+E0); 
czyli że : 
(1--2-3--4) =+ 0c=0c, 
(5-6 + E0) = — Oc = ¢0. 


Wzasność V. —Każdy promień wielobokn 4 rzędu jest równoległy do rzeczywistego na płasczyznie 
położenia summy linij zawartych między biegunem 0, a końcem promienia, i wziętych w kierunku 
toku. 


WŁasNość VI, — Wszelka linia łącząca dwa jakiekolwiek wierzchołki wieloboku 18° rzędu, czyli 
innemi słowy, wszelka cięciwa wieloboku, przedstawia wielkość i kierunek summy linij tą cięciwą 
objętych. I tak (fig. 14). 


cięciwa k/=summie linij : (2-H3-- 4), 
» ka » : (2-345). 
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WŁASNOŚĆ VII. — Każda strona wieloboku zamkniętego 48° rzędu, jest równą co do wielkości, 
summie wszystkich innych pozostałych stron tego wieloboku, ale kierunek jéj jest przeciwny kierun- 


kowi téj symmy (Wn. 4, $ 46). 


§ 44. © wielobokach Ze rzędu. — Wiemy ($ 14, uw. 1), że wielobok Zen rzędu danych linij’ 4, 


2,3, ...6, (fig. 32), jest Lo wielobok ABCDFGH, utworzony ze wzajemnego przecięcia się położeń 


summ tych linij, branych w liczbie wzrastającćj postępowo o jedną linię. I tak 


{sza strona AB wieloboku 2e” rzędu przedstawia położenie summy linij (0 -- 1), to jest linii 1 


2ga ) Bi » | La 

Jcia CD » l 2--3 

n'a ) 1+2 -+. ckt IER, 
Ostatnia strona GH » ) 1-2-3--4--5--6 


Fig. 32. 


Z samego określenia wieloboku Ze rzędu, strony jego są nie tylko równoległe do odpowiednich 


promieni wieloboku 48° rzędu, ale mają one i kierunek tych promieni ; to jest : 
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Strona AB jest równoległa do Oa, i tego samego kierunku co promień 0a=t, 


» Dr » 0% » 05=1—2, 
» CD » Oc » 0c=1-- 2-3, 
» Gil » Ui » 0E=1 2-43 --4-5-|-6. 


Ze sposobu wykreślenia rozmaitych stron wieloboku 262 rzędu widzimy, że kwestya takiego wielo- 
boku jest jedną z tych, gdzie wchodzą do rozpatrywania dwie tylko charakterystyczne cechy linii, 
t. j.: położenie i kierunek; wielkość zaś i rzeczywisty początek rozmaitych stron wieloboku 289 rzędu 
żadnćj tu nie odgrywają roli ($ 7). 


Na fig. 32 wielobok Ae: rzędu jest zarazem wielobokiem kierunków summ częściowych : 4, (1-2, 
(1723). . . danych linij, gdyż strzałki rozmaitych stron jego AB, BC,. .. , stanowią tok nieprzer- 
wany, czyli idą po sobie ciagle w jednym porządku. Ale tak zawsze nie jest i fig. 29 naprzykład, 
przedstawia wielką rozmaitość w oryentacyi strzałek stron wieloboku 26° rzędu ABODEFGHK. W każ- 
dym jednak razie, wykreślenie wieloboku kierunków summ danych linij, który możemy nazwać 
wielobokiem kierunków 280 rzędu, nie może spotkać żadnćj trudności, gdyż mamy potemu wszystkie 
dane, a niemi są promienie Oa, Ob, . . . wieloboku 48° rzędu, wychodzące z bieguna O i przedstawia- 
jace wielkość i kierunek tak summ częściowych, jako tćż i summy ostatecznćj. Na fig. 33 wielobok 
Qań... yE jest wielobokiem kierunków dla wieloboku 2sorzędu ABC ... HK. Strony Qa, af... 
otrzymane prowadząc z dowolnego punktu Q linie Qx, ań. . . X£ równolegle do Qa, Ob, . .. OE, moga 


być wzięte, bądź równe stronom Oa, Ob, .. . OE, bądź im proporcyonalne, a nawet dowolnćj dłu- 
gości. 


Należy zauważyć że strzałki stron w wieloboku kierunków 280 rzędu slanowią tok nieprzerwany, je- 
żeli wielobok 48° rzędu jest niezamknięty, to jest jeżeli summa linij danych jest różną od zera. Jeśli 
zaś wielobok 15 rzędu zamyka się sam przez się, wtedy strzałka ostalnićj strony wieloboku kierunków 
280 rzędu jest przeciwną tokowi strzałek stron poprzedzających. Tak naprzykład, na fig. 28 wielobok 
180 rzędu Oabcd/E danych linij 4, 2,3.. . 6 jest niezamknięty i strzałki wszystkich stron AB, BS Me 
FG, GH wieloboku kierunków 2° rzędu tworzą tok nieprzerwany ; gdyby zaś wielobok 46° rzędu był 
zamknięty, linia EO byłaby wtedy ostatnią jego stroną i miałaby strzałkę skierowaną od E do 0; za- 
tém strzałka strony GH byłaby skierowaną od H do G, to jest poprowadzilibyśmy wtedy zamiast linii 
GH linię GU w górę względem punktu G ; cykl dwóch linij FG i GH stałby się FG i GH, czyli z po- 
stępowego zamieniłby się na cofny. Podobna uwaga stosuje się do promienia OE i strony AE na 
fig. 38. (O wieloboku 48° rzędu zamkniętym i odpowiadającym mu wieloboku Ze: rzędu była 
mowa w ($ 44, uw. 3]. 


$42, Uwaga o wielobokach wyższych rzędów. — Wielobok kierunków 280 rzędu nastręcza 
uwagę następującą : 


Jeżeli wykreślając wielobok Qa$ . . AS (fig. 33), weźmiemy wszystkie jego strony równemi odpo- 
wiednim promieniom wieloboku 48° rzędu Oaóc .. . E, to jest jeśli 


Qa=(a; a6=0b, €y=Oc,.. Aë UE, 
to wielobok tak utworzony Q46 ... 35 może być uważany jako wielobok 416° rzędu linij : Al, 


CB, DC, ... HK, których trzy charakterystyczne cechy : położenie, kierunek i wielkość są nam 
ART. X. 8 
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znane ; a że ich początek jest dla obecnćj kwestyi rzecza obojętna, możemy odłożyć rzeczywiste wiel- 
kości wë, y.. .7£ tych linij od dowolnego punktu wziętego na ich rzeczywistych położeniach : CB, 


BO: + BK. 


| 


| 
A 
| 
| 


Jeśli więc teraz poprowadzimy promienie : 06, Qy, ... QE, to 


promień 05 przedstawiać będzie wielkość i kierunek summy linij Qa -|- a, czyli I-II, 


p 
d 


» ly » » LI H by, czyli Qa- ah | Gy 


=1 LI II. 


| p 


promień OS przedstawiać będzie wielkość i kierunek summy linij Qa- a8 + 6y}... . m- 


=I-NHLM+. .. +VII+-VIU. 


Nadto, położenie DD summy lin'j (I-EII) jest z samego określenia ($ 13) równoległóm do promie 
nia a6 przechodzi przez punkt B przecięcia się linij A4 i BC; podobnież położenie DO summy lini 
(1--U--III) jest równoległe do Qy i przechodzi przez przecięcie się B' położenia summy linij (I-II 
z położeniem linii DC i t. d. Tak, że za pomocą linij AT, BC, CD... HK i promieni Qa, 06. Qy,. ..21 
wykreślimy wielobok ABB'C. . . w taki sam sposób jak za pomocą linij danych 1, 2,3, .. . 8 i pr 
mieni Oa, Ob, Oc... OE wykreślonym był wielobok 280 rzędu ABCD. . . HK. Ten nowy wielobo! 
ABB'C',... (którego nie wykreślamy w zupełności dla uproszczenia naszego rysunku), może być 
w skutek tego nazwany wielobokiem 880 rzedu danych linij, 1, 2, 8,... T, 8. 


d 


Zobaczmy teraz, co wyrażają rozmaite strony BB', B'C',. .. nowo otrzymanego wieloboku. 


Z wieloboku Qafy.. . AE mamy następujące wyrażenia : 
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Promień Qa, wyrażający 192 stronę Al wieloboku Zen rzędu równym jest danćj linii 1, węcca = l; 

» Qà, » Zen » BB » » wyraża summe linij ca + aĝ, czyli, pəd- 
stawiws:y ich wartość, znajdziemy że «6 =|-—/1--2); 


Promień 96, wyrażający ©" stronę B'C' wieloboku 38° rzędu wyraża summe linij c6-fy=ca + af 
- by, czyli podstawiwszy ich wartości znajdziemy że y= 1 -- 1-2) + (I 2-3); 


Promień Q3, wyrażający Da stronę wieloboku 35° rzędu wyraża summe linij ua + y3 = Q9% -4 aż + fy 
ap, czyli podslawiwszy ich wartości znajdziemy że £8==1-- (1-2)+- (1-23) (I +2+3 +4. 


DN RENE es at saa oh KB Dev ét o 65.019700 WC E EN DER E EN ET 016 4 SOEN EE ER sjerp adi 


Promień OS, wyrażający Bug i ostatnią stronę wieloboku 38° rzędu wyraża summe linij Ca -+ af -+ £y, 
czyli podstawiwszy ich wartości znajdziemy że 9% = 14 (1 +2) 40 +-2--3)--.. .--(1-H2+-8 
+156-+1--8. 

Ponieważ wiemy, że porządek dodawania linij nie ma wpływu na wielkość i kierunek summy, a oka- 
żemy późnićj że nie zmienia on również i jćj położenia, więc uporządkowawszy linie kilkakrotnie do 
siebie dodawane i postawiwszy pod każdą z nich cyfrę wskazującą ile razy linia, umieszczona w na- 
wiasie, była do siebie dodaną, powyższe wyrażenia przybiorą następującą postać : 


4sza strona Al wieloboku 38° rzędu, przedstawia położenie danćj linii. . . 4 


2ga »  BB' » » ` summy linij 2(1) -+ L(2), 

3a nu BC » » » 3(1) -- 2/2) + 1(3), 

An » p n » 4(1) -3(2) -2/3) - I(4), 

5ta » p » » 5(D)+4(2)--3(3) 2/4) + (5). 
SZ A EE EE, rte e? 

gma » H » » KIESCH 1-6(3)-- 5(4)-4(5) 

--3(6) +27) --1(8). 

Te wypadki mogą być sprawdzone na wieloboku leo rzędu Oabc. . . E. W samćj rzeczy, strona BB' 


wieloboku 38° rzędu, wyrażająca położenie i kierunek summy linij : 2/1) -- (2), powinna być równo- 
legła do promienia Ab łączącego początek A linii ha = 2(0a) =2/1) z końcem b linii 2; podobnież 
strona DC przedstawiająca położenie summy linij : 3(1)--2(2) -+ 1/3), będzie równoległą do prostćj 
ks, wyrażającćj wielkość summy linij : ka 4 ar + rs, gdzie 
ka=3(0a)=3(1); ar =3(ab)=2/2); rs= linii 3, i t.d. 

Nadmieńmy że na rysunku wszystkie strony Qa, af, 5y... w, 22 wieloboku 350 rzędu, równe są 
połowie odpowiednich promieni Oa, 0%, Oc, ... OE, zatóm 95, Qy,... QX przedstawiają połowę 
rzeczywistćj wielkości summ : 


1,24) LI, 31)+22)--18),..., 


to jest 


1 
Qı =z 0a, a= hb, Qy Sih, Sie? 
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ale to się nie zmienia w rzeczywistóćm położeniu stron BB, BC, ..., które pozostaja równoległemi 
do promieni 98, Qy, ... 


$ 43. W podobny sposób, wykreślając wielobok kierunku 32 rzędu, to jest wielobok kierunków 
dla wieloboku ABBC,.. 


„, otrzymamy wielkość i kierunek stron wieloboku rzędu 480; położenić 


zaś tych stron (czyli nowo otrzymanych summ) na płasczyznie. znajdzie się za pomocą metody zwy- 


czajnćj; lecz tak dla braku dostatecznego miejsca na naszćj figurze, jako téż z powodu, że położe- 
nie stron nie interesuje bezpośrednio kwestyi, która mamy zamiar rozwinąć, będziemy tu 


mówić je- 
dynie tylko o ich wielkości. 


Poprowadźmy więc (fig. 34, (A)] zacząwszy od dowolnie wziętego punktu O, linie : 


Oa, ab, ac, cd, de, et, il, ls, 


równe (lub proporcyonalne) do promieni wieloboku af... 32 przedstawionego na figurze 29 : 


Na, 05, Qy, 00, Qt, Qn, Q), QX. 


Linie Oa, ab, ac, . ls figury (A) wyrażać będa wielkości [rozmaitych summ, których położenia 


stanowią strony wieloboku 38° rzędu, mianowicie : 
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E strona wyraża położenie summy linij : Qa=1(1) 


| gm » » ab = 1(2) +-2(1) 
gcia l ` » be =1(3)--2(2)--3(1) 
r An » » ced =1(4) +-2(3) +32) +-4(1) 
5t » » de = 1(5)-H2(4)+3(3) + 412+ 5(1) 
Ga » » ei =1(6)+- 25)-|-3(4) | 4(3) Lag Loi 
(oa » » il = 1 (1) 4+ 2(6--3(5)4(4) -|-5(3) +62) +- 7(1) 
gur » » ls =1(8)+2(1)+3(6)-4(5)+5(4+6(8)-+7(2)+ 8(1) 


Rozmaite zaś promienie : Oa, 0b, Oc, ... Os będą przedstawiać wielkości stron wieloboku Aer rzędu ('). 
Zobaczmy jak się te wielkości wyrażą w funkcyi danych nam linij. 


Znajdziemy tu za pomocą wzorów (3) i otrzymamy, po przyzwoitóm ugrupowaniu linij do siebie 
dodawanych, na wielkość stron wieloboku Je: rzędu, wyrażenie następujące : 


Strona lsza Oa = 1(1) 
«u 2a Ob=0a--ab==1(2)--3(1) 
» gda Qe=0b%--bc=1(3) -H3(2) -6(1) 
» An Od=0c--cd=1(4)--3(3)-|-6(2)+- 10(1) 
» 5a Qe=0Q0d+-de=41(5)-|-3(4) + 6(3) -10(2) +151) 
» Dr Oi= 0e + ei =1(6) +-3(5)-+-6/4) +- 10(3)--15(2) --21(1) 
» "mm QI=0i--il =1(1) --3(6)--6(5) +104) --15(3)--21(2) 1-281) 
Dm O0s=0/--ls=1(8)--3(7)--6(6) + 10(5) +154) -21(3) 28(2)--36/1). 


Prawo podług którego układają się spółczynniki rozmaitych linij, wchodzących w jakakolwiek 
stronę, jest bardzo prostei od razu widoczne dla stron wieloboku 3% rzędu. Co do stron wieloboku 
45 rzędu, prawo to również daje się dostrzedz z łatwością i pozwoli nam napisać natychmiast spół - 
czynniki takićj strony wieloboku jaką zechcemy. W saméj rzeczy, widzimy że dla otrzymania spół- 
czynników naprzykład Géi strony Oi, dosyć jest napisać dwa szeregi liczb jak następuje : 


123 4 5 6 
6 6 W (3) (2) (1) 


i postawić w drugim szeregu przed każdym nawiasem spółczynnik utworzony z dodania do spółczyn- 
nika poprzedniego tę cyfrę 12 szeregu, jaka się znajduje nad rozpatrywanym nawiasem. Więc przed 
(6) postawimy 1; przed (5) położymy spółczynnik poprzedzający, to jest 1, dodany do cyfry stojącćj 


(2) 


(*) Wiaściwićj należałoby powledzieć że promienie te dadzą nam wielkości rozmaitych summ, których położenia, 
kolejnćm z sobą przecięciem się, utworzą rozmaite strony wieloboku 4go rzędu. Podobnież zamiast wyrażenia się po- 
prawnego że np. Ain strona wieloboku 390 rzędu przedstawia położenie summy linij : 1(4) -+2(3) +- 3(2) (1), 
będziemy na przyszłość, dla skrócenia mowy, używali wyrażenia że 4ta strona wieloboku 380 rzędu = 1(4)4-2(3)4-3(2) 
+ 1/1) i t. p. 
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nad (5), to jest do2, co da na szukany spółezynnik (I -}2)=3; podobnież, spółczynnik linii (4) 
otrzymamy biorąc (3-H3)—=6 ; następnie przed (3) postawimy (6-1 4)=10, dalćj, przed (2) stanie 
(10-H5) =15, nakoniec linia (1) będzie miała na spółczynnik 15--0—=21. 


Na mocy tego prawa, jeżeli system danych linij składa się z np. 45 linij, i jeżeli zechcemy wiedzieć 
jakich finij Jop strona wieloboku 42° rzędu przedstawia położenie, otrzymamy wprost spółczynniki téj 
strony, pisząc jak wyżćj dwa szeregi liczb : 


1027-84 5: 6. 1 890 ADZLAZAD, 1% 19 
(15) (14) (13) (12) (11) (10) (9) ©) (7) (6) © (9 B) (2) (M) 
i formując szereg odpowiednich spółczynników * 
4, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120. 
$ 44. Jeżeli teraz wykreślimy figurę (34 B) biorąc : 
Qa, af, By, 78, ĉe, m, m, ÀF, 


odpowiednio równe, proporcyonalne lub równoległe i tego samego kierunku co i promienie figury 
(34 B) : 
Oa, Ob, Oc, Od, Oe, Oi, Ol, Os, 

wtedy wielobok Qafy. . . 22 będzie wielobokiem kierunków Äer rzędu, a promienie Qa, 05, My. . + Q), QIX 
dadzą wielkość i kierunek stron wieloboku 5s° rzędu. Wyrażenie tych wielkości otrzymamy ze wzoru 
(2) i znajdziemy że : 
Strona 15% Qa. . . . «. - — (5) 

» 2a QG=Qa--a6—= 1(2) + 4(1) 

n 3i Qy=0+-67=1(3) + 4(2) + 0(1) 

» 4a Q8=Q0--ys=l(4) +-4(3) + 10(2) --20(1) 

p 5a Qs=0Q8+-0=1(5) -+ 4(4) +-10(3) +- 20(2) +35(1) 

po Dn Qn=Qc++n=1(6)--4(5) + 10(4) + 20(3) + 35(2) + 56(1) 

no Tma ise Liz UO) |-4(6) 105) + 20(4) +-35(3) +56(2) +84(1) 

» 8m Qg— Aë 1(8) + 4/7) -10(6) +205) 35(4)-+56(3)+84(2) + 120(1). 


Widzimy tu, że prawo tworzenia się spółczynników rozmaitych stron wieloboku äer rzędu jest mnićj 
proste, jak dla wieloboku 48° rzędu; jednak daje się ono dostrzedz bez trudności. Weźmy naprzykład 
Zeg stronę QÀ i napiszmy trzy szeregi, z których dwa pierwsze stanowić będą. jak poprzednio, szereg 
cyfr po sobie następujących, tylko wziętych w porządku odwrotnym : 


06 6 (W DO (2) W 
a trzeci będzie szeregiem odpowiednich i znalezionych wyżćj spółczynników 


ds 4. 10. 20. 35. 56. 84. 
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Widzimy najprzód, że pierwszy spółczynnik jest zawsze 1; 

Drugi spółczynnik jest zawsze równy summie dwóch pierwszych cyfr 45° szeregu, więcćj spół- 
czynnik poprzedzający, to jest spółczynnik pierwszy =(1 +2)-H1 =3 H1—=4; 

Trzeci spółezynnik jest zawsze równy summie trzech pierwszych cyfr 15% szeregu, więcój spół- 
czynnik poprzedzający, to jest spółczynnik drugi =(1--2--3)--4 = 6 + 4— 10; 

Czwarty spółczynnik jest zawsze równy summie czterech pierwszych cyfr ler szeregu więcćj spół- 
czynnik poprzedzający, to jest spółczynnik trzeci = (I +- 2-3 ++ 4) -10=10+10—=20; 

Piąty spółczynnik jest zawsze równy summie pięciu pierwszych cyfr 15 szeregu więcćj spół- 
czynnik poprzedzający, to jest spółczynnik czwarty = (1 +- 2 + 3 +-4--5)-- 20=15--20— 35; 

Szósty spółczynnik jest zawsze równy summie sześciu pierwszych cyfr 4s° szeregu więcćj spół- 
czynnik poprzedzający, to jest spółczynnik piąty = (1 +- 2 + 3-4 +5 +6) +35 = 2 --35—56; 

Siódmy spółczynnik jest zawsze równy summie sześciu pierwszych cyfr le: szeregu więcćj spół- 
czynnik poprzedzający, to jest spółczynnik szósty = (1--2--3--4--5--6--1)--56 =28 -+ 56 =84. 
28 
kl 

A jeżeli dany system składać się będzie z większćj liczby linij, znajdziemy bez żadnój trudności 
spółczynniki 9/4, 10%i t, d. strony. Tak naprzykład 10" strona wieloboku 5s° rzędu wyrazi się w spo- 


sób następujący : 
1(10) +4(9)+10(8) + 20(7) +35(6) + 56/5) + 84(4) + 120(3) + 165(2)-- 220(1). 


Ztąd wypada, że dla 8ó strony, 8my spółczynnik = | J+ 84 = 120. 


Przechodząc do wieloboku Der rzędu, prawo układu spółczynników staje się zawilszém. Figura 
(34. C) przedstawia nam wielobok kierunków Der rzędu, to jest linie : 


00, 'a0; "D cd; de, <> l, "Je 
są równe (proporcyonalne) i równoległe do promienia figury (B) : 
Na, Q, Dn 0, Ne An, 0, O, 


zatćm promienie Oa, Ob, Oc...Qł, Os wyrażać będą wielkość i kierunek stron wieloboku 5% rzędu. 
Znajdziemy : 


Strona Jang Oa=....... 1(1) 
» 2s Ob =Qa--ab=1(2)+5(1) 
» gia Qe=Ob+-bc=41(3) +52) + 15/1) 
» An Od=0c--cd=4(4) +-5(3) + 15(2) + 35(1) 
» Dn QOe=0O0d+ de= 1(5) 4-5(4) + 15(3) + 35(2) + 70(1) 
» 6" Oi= 0e + ei =1(0)+-5(5) +- 1504) + 35/3) + 10(2) + 126(1) 
» Ima Q=0i + il = 14(1)+5(6)-+15(5)+35(4)+703) + 126(2)+2101) 
» Bn: O0s=0/+-ls=1(8)--5(7) + 15(6) + 35(5) --70(4)--126(3) +2102) +330(1). 
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Tu prawo tworzenia się spółczynników przestaje być wyraźnóćm; pojmujemy jednak, że nie po- 
winno ono być zawikłanćm, albowiem sam sposób powstawania wieloboków jeden z drugiego 
jest bardzo prosty. Dla odkrycia więc tego prawa, zestawmy między sobą strony wieloboków rozmai- 
tych rzędow, zauważywszy przedtóćm, Ze ponieważ wielobok 48° rzędu nie obejmuje położenia linij 
danych, i że położenie summ linij branych w pewnćm ich ugrupowaniu, zjawia się dopiero w wielo- 
boku rzędu 280 i zachowuje się we wszystkich wielobokach rzędów wyższych, przeto w obecnćj kwe- 
stet, wielobok zwany dotychczas wielobokiem Ze: rzędu nazwiemy wielobokiem położenia summ 18° po- 
rządku; podobnie, dawny wielobok Ze: rzędu będzie teraz miał nazwę wieloboku położenia summy 28° po- 
rządku i t. d., tak że wzory (1), (2), (3) i (4) wyrażać będą wielkość stron wieloboków położenia summ 
280, 380, 480 i Der porządku. 


To pojawszy, porównajmy między sobą wyrażenia jakiejkolwiek strony naprzykład 5*%i, w wielobo- 
kach rozmaitych porządków. Otrzymamy ztąd następującą tablicę : 


5ta strona wieloboku położenia summ 48° porządku =1(5) + 1(4) + 1(3) + 1(2) + 1(1) 


» o  » =1(5)42(1) +3(3)+4(2) + 50) 

e ew —=1(5)+3(4) + 6(3) + 10(2) +-15(1) 
R Je,  —=1(5)--4(4) + 1008) + 20(2) + 35(1) 
: See `, ` —=1(5)--5(4) + 15(3) +35(2) + 70(1). 


Z tablicy Léi spostrzegamy, że sposób tworzenia rozmaitych spółczynników jest bardzo prosty, mja- 
nowicie : 


4° Jakakolwiek strona n'a wielopoku każdego porządku, zawiera w sobie n wyrazów, czyli n roz- 
maitych linij danego systemu. 


Jeśli zgodzimy się pisać zawsze te linie w porządku zmniejszającym się cyfr je oznaczających, to 
jest w porządku takim : (n), (n — 1), (n—2)..., widzimy, że : 


2* Spłóczynnik 1* wyrazu, to jest spółczynnik linii (x), którćj cyfra jest najwyższa, równa się za- 
wsze jedności. 


3” Każda strona at wieloboku 180 porządku, ma przed każdym ze swych n wyrazów spółczynnik 
równy jedności, czyli że każda linia systemu wchodzi tylko raz jeden w dodawaniu. 


Spółczynnik jakiegokolwiek ks wyrazu w ni stronie wieloboku 28° porządku, otrzymuje się ze 
spółczynnika kso wyrazu nij strony wieloboku 159 porządku, dodając do niego spółczynnik 
(k— 1)s wyrazu w wieloboku 28° porządku. W taki sam sposób tworzy się spółczynnik jakiegokol- 
wiek wyrazu adi strony wieloboku 350 porządku ze spółczynnika wyrazu poprzedniego tćjże strony 
i w tymże samym wieloboku i spółczynnika tegoż wyrazu nii strony wieloboku 26° porządku; i t. d. 


Naprzykład, spółczynnik 8% linii (3) w 5 stronie wieloboku Ze: porządku, otrzymuje się z dodania 
spółczynika Ae linii (3) w 5% stronie wieloboku Je: porządku ze spółczynnikiem Zr wyrazu Ze 
w wieloboku Ze: porządku. Tak samo spółczynnik 35 linii (2) w 5ti stronie wieloboku 52° porządku, 
otrzymuje się dodając spółczynnik 20 linii (2) w 5:4 stronie wieloboku Aer porządku ze spółczynnikiem” 
15, poprzedzającym spółczynnik pisany w wieloboku oe" porządku. 


4° Nawiasy w każdćj kolumnie pionowćj obejmują jedną i tę samą linię; tak np. 13 kolumna pio- 
nowa obejmuje linię (5); Zen —(4), veie— (3)... , a ostatnia — linię (1). 
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5e Spółczynniki jakiejkolwiek kolumny pionowój stanowią szereg spółczynników rozmaitych wy- 
razów wieloboku takiego porzadku, jakim jest porządek 4liczony od lewćj ręki ku prawćj) äi ko- 
lumny pionowéj. Na przykład, biorąc ad, 4x, spółczynniki w nićj zawarte są : 


1 4 10 20 35, 
a te cyfry są właśnie spółczynnikami strony wieloboku 45” porządku. 


Zresztą sama tablica przedstawia rozmaite własności, o których mowa, dobitnićj jak przytoczone 
objaśnienia. 


Jesteśmy więc teraz w stanie napisać od razu, bez żadnych poprzednich rachunków, taką stronę 
i wieloboku takiego rzędu, jaką tylko zechcemy. Na przykład, jeżeli dany system składa się z ośmiu 
linij i jeżeli chcemy napisać Bmx (to jest ostatnią) stronę wieloboków rozmaitych porządków 1, 2, 3...8 
to ułożymy bez najmniejszćj trudności następującą tablicę : 


8" strona wieloboku Ier porządku przedstawia położenia summy linij : 


1(8) HAT) 16-165) 14) B) 1(2) + 1(1) 


Aen 1(8)-+2(7)--3(6) --4(5)--5(4) -+ 603) 7(2) + 8(1) 
« 380 1(8) +37) --6(6) -+ 10(5) ++ 1504) + 21(3) + 28(2) + 36(1) 
» Aen 1(8) -- 4(7) + 10/6) + 20(5) + 35(4) + 56(3) + 842) + 120(1) 
» 5go 1(8) + 5(7) + 15(6) + 35(5) -+ 704) + 126(3) -+ 210(2) -++ 330 (4 ) 
» Ia (8)  6(7)--21(6) |-56(5)--126(4)-1-252(3|--462--(2)+- 792(1) 
» 150 1(8) + 7(T) +- 28/6) 84(5) -+ 210(4)+-462(3)-92442)+1716(1) 
» Be" 1(8)-- 8(7)- 36 (6)-+ 120(5)-330(4)--792(3)--1 716(2)3432(1). 
Oczywiście wieloboków położenia summ rozmaitych porządków danego systemu linij, może być 
ilość nieskończona, gdyż nic nie przeszkadza dla utworzenia wieloboków de, Ier, 1180... porządku, 


to jest dodawania do siebie liczb aż do nieskończoności. 


Uwaga. — Zamieniliśmy nazwę wieloboku 2: rzędu na wielobok położenia summ 18° porządku 
tylko dla niniejszego paragrafu; w paragrafach zaś następujących zachowamy nazwisko dawne, co 
zresztą przedstawia tę dogodność, że odróżniamy dobitnićj wielobok dający wielkość i kierunek summ 
danych linij (wielobok 1° rzędu) od wieloboku dającego położenie tych summ na płasczyznie (wielo- 
bok Ze rzędu). 


$ 45. Własności wieloboku 2% rzędu. — Z określenia wieloboku Ze: rzędu i z zależności jego 
stron od linij danych i od promieni wieloboku 48° rzędu, wypływają rozmaite własności. I tak : 
przebiegając wielobok Ze: rzędu w porządku tworzenia się jego stron i nazywając początkiem jakiej- 
kolwiek strony punkt jćj przecięcia się ze stroną poprzedzającą (bez względu na strzałki stron), mo- 
żemy zauważać następujące własności : 


WŁASNOŚĆ I. — a) Każda strona wieloboku 280 rzędu, daje nam położenie i kierunek summy takićj liczby 
linij, jaki jest porządek tój strony; tak na przykład na fig. 25, strona BC będąc 28: strona wieloboku, 
przedstawia położenie i kierunek summy dwóch linij; strona FE jest 5ta stroną wieloboku, przedsta- 
wia ona zatóm położenie i kierunek pięciu linij; w ogólności ntt strona daje położenie i kierunek 

ART. X. 9 
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summy n linij a ostatnia stront wieloboku 280 rzędu przedstawia położenie i kierunek summy wszystkich 
linij systemu. 


b) Uważając zamiast porządku stron porządek wierzchołków, czyli węzłów wieloboku 280 rzędu, 
możemy powiedzieć, że strona wychodząca z neo węzła wyraża położenie i kierunek summy n-- 1 
linij; na przykład strona BC wychodzi z 180 węzła — będzie ona zatćm położeniem summy dwóch linij; 
strona FG ma swój początek w 5ym węzle F, wyraża więc ona położenie summy sześciu linij; nako- 
niec strona HK wychodząca z ostatniego węzła wyraża położenie i kierunek summy wszystkich linij 


systemu. 


WŁasNość II. — Jeśli, co zwykle ma miejsce, porzadek kolejnego dodawania linij : 1, 2, 3, ..., 
jest wzrastający, porządek cyfr przez które linie dane są oznaczone (to jest, jeżeli dodajemy najprzód 
linie 1 i 2, potém do szmmy (1 + 2) dodajemy linię 3, następnie, do sammy (1 + 2-3) linię 4,..., 
zamiastdodawania tychże linij w porządku jakimkolwiek, biorąc naprzykład najprzód (3 -+ 1), późnićj 
(38-- 1) + 4it. p. wtedy jakakolwiek strona n'è wieloboku 280 rzędu przedstawia położenie i kieru- 
nek summy n linij oznaczonych cyframi : 1, 2, 8,. . . , (n— 1), n. Albo innemi słowy, każda strona 
tego wieloboku daje położenie i kierunek takićj liczby linij, jaką liczbę wyraża cyfra oznaczająca 
linię przechodzącą przez początek téj strony, tak naprzykład, zobaczymy od razu, że strona EF przed- 
stawia położenie i kierunek summy pięciu linij : 1,3,4,5, albowiem przez początek F téj strony prze- 
chodzi linia oznaczona cyfrą 5; pierwsza strona AB wieloboku wyraża położenie i kierunek summy 
jednćj tylko linii 1, przechodzącćj przez początek A tej strony i zlewającćj się ze stromą AB, 


WŁASNOŚĆ III. — W każdym węzłe wieloboku Zen rzędu zbiegają się trzy linie, z których dwie sta- 
nowią dwie strony samego wieloboku, a trzecia — jednę z linij danego nam systemu. I tak naprzy- 
kład, przez węzeł D przechodzą trzy linie DC, DE i DL, z których dwie pionowe są stronami wielo 
boku ABCDE ... HK, a trzecia DL przedstawia położenie i kierunek linii 4, należącćj do danego 
systemu. Zauważmy, że gdybyśmy nadali stronom DC i DE długość odpowiednich im promieni Oci 
Od, wtedy linia 4 dodana do CD dałaby nam położenie strony DE, zaś odjęta od DE dałaby położenie 
strony DC. 


WŁASNOŚĆ IV. — Wiemy, że dla danego systemu złożonego z n linij, możemy wykreślić nieskoń- 
czoną liczbę wieloboków, 18° rzędu równychi P,=1.2.3...(n—1).n, wieloboków leo rzędu 


równowartych. 

a) Wieloboki 18° rzędu równe powstaja z przemienienia wieloboku, raz wykreślonego, do rozmai 
tych miejsc płasczyzny, czyli innemi słowy, z przemienienia początku O tego wieloboku do rozmai- 
tych punktów Q',0”...., płasczyzny. 

Ponieważ w każdym takim wieloboku porządek następstwa jego stron jest ten sam, a odpowiada- 
jące sobie strony wieloboków i ich promienie są równe i równoległe, a zatóm system linij dodanych 
do siebie w porządku dowolnym, ale raz obranym, ma tylko jeden wielobok 28° rzędu, jakikolwiek byłby 
jego biegun, czyli punkt płasczyzny wzięty za punkt wieloboku 418° rzędu. 

To jest widocznóm a priori, gdyż strony wieloboku 280 rzędu przedstawiają rzeczywiste położenie 
summ częściowych i summy ostatecznćj danych linij. Położenie to jest funkcyą samych tylko linij 
składowych, i nie może zależeć od miejsca, w jakićm kreślimy figurę pomocniczą zwaną wielobo- 
kiem 1eo rzędu. 


b) Rzecz się ma inaczćj, przy wielobokach 180 rzędu równowartych. Wieloboki równowarte mają 
wszystkie jeden i ten sam punkt O za początek, ale porządek następstwa ich stron jest różny. Oczy- 
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wiście, dodając w jednym razie linie dane 1,2,3, 4... w porządku 1--2--3-L4--... a w dru- 
gim - w porządku jakimkolwiek, na przykład : 3 -E4-E1 + 2 położenia summ częściowych, czyli 
strony wioloboków 25% rzędu, wykreślonych dla obu przypadków, będą różne; ale (co wkrótce 
okażemy) ważną rzeczą jest to, że położenie summy wszystkich linij systemu zostaje zawsze jedno i to 
samo, bez względu na porządek w jakim linie są do siebie dodawane. 


Więc dla danego systemu n linij, możemy wykreślić Pa =1, 2,3,... (n—l).n wieloboków 
280 rzędu, różniących się między sobą, co do położenia stron, ale mających ostatnia swą stronę 
spólną, gdyż ostatnia strona przedstawia właśnie położenie summy wszystkich linij systemu. 


Wieloboki 18° rzędu równowarte co do wielkości i kierunku sammy danych linij, dają więc wielo- 
boki 280 rzędu również równowarte co do położenia tćj summy. 


WŁAsNość V. — Przy wyliczaniu własności wieloboku teo rzędu wymienionćm było, że wszelka 
cięciwa (fig. 24) ac, ad, af. . . „łącząca dwa jakiekolwiek wierzchołki wieloboku 18° rzędu, przed- 
stawia wielkość i kierunek sammy linij tą cięciwą podpartych. Wiemy nadto, z określenia, że położe- 
nie summy ac dwóch linij ab = 2, be = 3 przechodzi przez przecięcie się K tych linij i jest równole- 
głém do cięciwy ac. Otóż, wyznaczenie położenia sammy (2-- 3) wykreśleniem przez punkt K linii 
równoległćj do ac, może być zastąpione innćm wykreśleniem, a mianowicie połączeniem punktu 
K z punktem I przecięcia się dwóch stron AB i QD wieloboku 25% rzędu. Tę własność możemy 
wyrazić za pomocą następującego Lwierdzenia, 


TWIERDZENIE. — Położenie summy dwóch linij k i k-|- 1 po sobie następujących, przechodzi przez punkt 
przecięcia się dwóch stron wieloboku 28° rzędu, z których jedna przedstawia położenie summy wszystkich 
linij wziętych do dodawania przed linią k, a druga — położenie summy wszystkich linij aż do linii k-- 1 
włącznie, Czyli, wyrażając się inaczćj : 


Położenie summy linij k i k-44 przechodzi przez przecięcie się tych stron wieloboku 28 *rzędu, między 
któremi k i k--1 są zawarte. 


Tak naprzykład, linie 2 i 3 są zawarte między stronami AB i CD, zatćm położenie summy (2 -+ 3) 
przechodzić będzie przez punkt I; podobnież linie 3 i 4, są zawarte między stronami BC i DF, więc 
ich summa przejdzie przez przecięcie się S$ stron BC i DF,i t.p. Prosty rzut oka wskaże nam, jakie są 
strony zawierające linie dane; naprzykład jest widoczném natychmiast, że linie 4 i 5 są zawarte 
między stronami CD i FG. 


Dla okazania, że np. położenie summy linij 2 i 3 przechodzi przez punkt I przecięcia się dwóch 
skrajnych stron AB i CD wieloboku 26° rzędu, połączmy punkta I z K i uważajmy dwie figury (które 
w obecnym przypadku są czworobokami) : 

1° BICK łączącą cztery punkta B, C, I, K (z których punkta B i są węzłami wieloboku Zeg rzędu, 

K przecięcie się linij danych 2 i 3; I przecięcie się stron skrajnych wieloboku względem 
linij 2 i 3). 


20 Oabe łączącą cztery punkta O, a, b, c w wieloboku pierwszego rzędu. 


Z ich porównania między sobą spostrzegamy natychmiast, że pięć linij czworoboku Oabc są równo- 
ległe do pięciu linij czworoboku BICK, a mianowicie : 
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Strona BI jest równoległą do Oa, ponieważ BI jest przedłużeniem linii 1 = 0a; 
» IC » Oc, gdyż 1C będąc przedłużeniem strony CD, wyraża położenie sammy 
linij (1 --2+-3), których wielkość i kierunek dane są przez pro- 


mień Oc ; 


Ch » be, albowiem CK jest przedłużeniem linii 3; 
KB » ab, D KB » 2 
» Hp H Ob, gdyż BC wyraża położenie summy linij (1-42) przedstawionćj co 


do wielkości i kierunku promieniem Ob; 
zatóm, na mocy twierdzenia wykazanego w Wiadomościach pomocniczych $ 34-$ 38, i szóste strony 
tych czworoboków będą równoległe, czyli że KI będzie równoległa do ac. 

Więc prosta KI, łącząca punkt K przecięcia się linij danych 2i 3 z punktem I przecięcia się skraj- 
nych stron wieloboku 28° rzędu, odpowiadających tym liniom, jest sama z siebie równoległą do cię- 
ciwy ac; zatćm prosta KI przedstawia położenie summy dwóch linij 2 i 3 po sobie następujących. 

Dla wykreślenia położenia summy (2 +3) mamy więc trzy następujące sposoby : 

1° Przeprowadzenie przez punkt K linij równoległych do cięciwy ac 

Sr » I » ac co może być dogodnem wtedy 

tylko, kiedy nie znamy punktu K , to jest, gdy linie 2 i 3 nie przecinają się na rysunku. 
3° Połączenie punktów K i I linią prostą. 

Stosownie do graficznój dogodności, możemy się posługiwać jednym z tych trzech sposobów 
do wyznaczenia [położenia KI; a przez to samo mamy możność sprawdzenia dokładności już uży- 
lego sposobu. 

Powyższe twierdzenie daje się uogólnić i rozszerzyć do jakiejkolwiek liczby linij po sobie następu- 
jacych. Łatwo jest okazać, że położenie sammy trzech linij 2, 3 i 4 po sobie następujących, przecho- 
dzić będzie przez punkt L przecięcia się skrajnych stron AB i DF wieloboku Ze: rzędu, między któ- 
remi linie 2, 3, 4 są zawarte, 

W samćj rzeczy, wiemy że wielkość i kierunek summy linij (2-- 3- 4), dane są przez wielkość i 
kierunek cięciwy ad, a położenie tćj sammy przechodzi przez punkt M przecięcia się położenia K 
summy (24+ 3) z położeniem linii LM =4, i jest ono równoległe do cięciwy ad. Powiadamy teraz, że 

- prosta ML jest właśnie równoległa do ad. 

Aby to okazać, zastąpmy w wieloboku 48° rzędu linie 21 3 przez ich sammę ac, a w wieloboku 28° 
rzędu położenie linij 2i 3 przez położenie IM ich summy; sprowadzamy przez to zadanie o trzech 
liniach 2, 3, 4 do przypadku dwóch linij po sobie następujących : 

ac i cd, co do wielkościi kierunku 
IM i LM, co do położenia ; 
skrajne strony wieloboku Ze rzędu obejmujące sobą dwie linie IM i LM =4 są AI i DF, zatćm ich 
przecięcie się L będzie punktem należącym do szukanego położenia summy linij (2--3-4)i tém 
położeniem będzie linia LM. 


Równoległość linij LM i ad może być jeszcze okazaną używając czworoboków : ILDM i Oacd, mają- 
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cych po pięć linij : 
IL, LD, DM, MI, ID 
Qa, Od, ed, ac, Oc 


odpowiednio równoległych ; zatćm i szóste ich linie LM i ad będą równoległe. 


Więc w ogólności, położenie summy (wypadkowćjy jakiejkolwiek liczby linij po sobie następujących : 
k, (k41), (k-2), ... (k-|-p) przechodzi przez punkt przecięcia się skrajnych stron wieloboku Zer rzędu, 
między któremi te linie są zawarte : pierwsza z tych stron wyraża położenie summy linij wziętych do do- 
dawania przed linia k, a druga— położenie summy wszystkich linij aż do (k4 p) włącznie. 


Czyli innemi słowy ` punkt przecięcia się dwóch jakichkolwiek stron wieloboku 280 rzędu jest jednym 
z punktów położenia summy linij danych, między temi stronami zawartych, tak, że dla wykreślenia poło- 
żenia Léi sammy dosyć jest przez punkt przecięcia się uważanych stron wieloboku Ze" rzędu poprowa- 
dzić prostę równoległą do cięciwy podpierającćj w wieloboku 18° rzędu, linie rzeczonemi stronami 
objęte. 


Na przykład strony AB i FG wieloboku Ze: rzędu obejmują linie : 2, 3, 4 i 5, zatóćm punkt ich prze- 
cięcia się N będzie punktem należącym do położenia summy linij 2-3--4-]-5; samo to zaś położenie 
otrzymamy prowadząc przez N prostę NP równoległą do cięciwy af podpierającćj strony 2, 3,415 
w wieloboku 148° rzędu. 


WŁAsNOość VI. — Widzieliśmy w $ 46, że summa jakiejkolwiek liczby linij nie zmieni się, jeśli przy 
ich dodawaniu zastąpimy pewną grupę linij przez ich summe częściową. Lecz tam była mowa tylko o 
wielkości i kierunku sammy. Pozoslaje więc teraz wykazać ogólność tego twierdzenia, to jest dowieść 
że obejmuje ono również i położenie summy. 


W tym celu okażemy najprzód że : 


1° Położenie summy danego systemu linij zostanie bez zmiany, jeśli zastąpimy położenie dwóch lub pew- 
néj liczby linij po sobie następujących przez położenie ich summy. 


W saméj rzeczy, zastąpmy dwie linie po sobie następujące (fig. 24) 314 przez ich summe, którćj 
wielkość i kierunek wyraża się cięciwą bd, a położenie linia ST. W skutek tego system sześciu linij t, 
2, 3, 4,5, 0, zamienia się na pięć linij 4, 2, ST, 5,6; zamiast wieloboku OabcdfE, będziemy 
teraz mieli wielobok Gaġdf E, a wielobokiem 2° rzędu tak zmodyfikowanego systemu linij będzie wie- 
lobok ABSGH ; albowiem po wykreśleniu strony BC wyrażającéj położenia summy dwóch linij (1-42) 
należy przedłużyć tę stronę do spotkania się jéj w punkcie S z trzecią linią systemu, to jest z linią ST 
i poprowadzić przez punkt 5 linię równoległą do promienia Od przedstawiającego wielkość summy 
inij (1-2 + bd). Otóż linia DF czyli SF, która jest czwartą strona w danym wieloboku Ze: rzędu, jest 
właśnie równoległa do Od; linia SF będzie więc trzecią strona w nowym wieloboku, którego strony 
następne FG i GH zostaną na swém dawném miejscu. Ostatnia strona GH nie zmieniając wcale swego 
położenia, usprawiedliwia tém samém nasze twierdzenie. 


W podobny sposób zastępując szereg linij po sobie następujących : 2, 3, 4, 6 przez ich summę wy- 
rażoną co do wielkości i kierunku przez cięciwę af, a co do położenia przez prostę NP, system pier- 
wotny zamieni się na system złożony z trzech tylko linij : 1, NP, 6; wielobok Le rzędu sprowadzi się 
do Oaf E, a wielobokiem Ze" rzędu będzie teraz AMGH; otrzymamy go przedłużając położenie linij 4 
NP do ich spotkania się w punkcie N, prowadząc przez N linię NG równoległą do promienia Of wy- 
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rażającego wielkość summy linij (I —a/)=(1 -2--3-- 4-5) i przedłużając stronę NG do jéj spot- 
kania się w punkcie G z trzecią linia nowego systemu, którą jest linia oznaczona cyfrą 6. Widzimy 
więc, że położenie summy, tak danego systemu linij : 1, 2, 3, 4,5, 6, jako Léi systemu zmodyfikowa- 
nego, jest jedną i tąż samą prostą GH. 


2° Położenie summy danego systemu linij zostanie bez zmiany, jeśli pierwotny porzadek dodawania tych 
linij zamienimy na inny jakikolwiek. 


Twierdzenie to będzie dowiedzionóm, jeśli okażemy że położenie summy linij dodanych w pewnym 
porządku nie zmieni się, zmieniając porządek dodawania dwóch linij po sobie następujących, gdyż prze. 
stawiając jedną linię z drugą po nićj następującą, albo ją poprzedzającą, i wykonawszy dostateczną 
liczbę razy przestawienie dwóch tytko linij, możemy przyjść do takiego ugrupowania linij jakie sobie 
zgóry obierzemy. Tak naprzykład jeśli dowiedziemy że 


położenie summy linij 1, 2 3, 4, 5 jest to samo co 


» i, 3,4, 2,5 


okażemy przez to że położenie summy : 1. 2, 3, 4,5 


i położenie sammy : 4, 1, 5,3, 2 tychże linij wziętych w porządku dowolnym, jest 
jedną i taż samą prostą; albowiem ten porządek wyniknie z następującego szeregu przestawień : 


1,2, 3, 4,5 
1, 2,4, 3,5 


| 1,4, 2,3,5 
| 


Otóż, zmienić porządek w dodawania dwóch linij po sobie następujących, np. linij 3i 4 (fig. 35), 
znaczy wykreślić w wieloboku 1# rzędu linię 3 po linii 4, to jest zamiast wieloboku 12345 uważać wie- 
lobok 12435, i zamiast wieloboku 2% rzędu W=ABCDER dającego położenie summ częściowych i 
summy ostatecznaćj linij 1, 2, 3, 4, 5, wykreślić inny wielobok W” odpowiadający nowemu porządkowi 
w jakim te same linie są wzięte; ostatnia strona wieloboku W” przedstawiać nam wtedy będzie poło- 
żenie summy linij : (1--2-H3- 4-5). Mamy dowieść że ostatnie strony wieloboków W i WI zle- 
wają się w jedną i tę samą prostę. 


Wielobok nowy W' wykreśla się sposobem zwyczajnym, to jest przedłużamy linie dane 1 i 2 do ich 
przecięcia się w punkcie B z którego prowadzimy linię BC równolegle do promienia Ob; przez punk 
J przecięcia się strony BC z linvą 4, prowadzimy JK równolegle do 09, a przez punkt K w którym 
strona JK spotyka ¿inie 3, kreślimy prostę KL równolegle do promienia Od, i przedłużamy ją do spot- 
kania się z linią 5. A że z wykreślenia wieloboku dawnego ABCDE strona DE jest równoległa do te- 
goż promienia 04, zatćm strona KL nowego wieloboku, którą mamy teraz prowadzić, będzie równo- 
legła do DE. Otóż chcemy dowieść, że dwie strony KD i DE są nie tylko równoległe, ale zlewają się 
z sobą i stanowią jedną i tę samą prostę ; a dla tego dosyć będzie okazać że te dwie liniemają punkt 
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spólny, albo, co wychodzi na jedno, że dwie równoległe KL i DE spotykają trzecią linię BC w jednym 


i tymże samym punkcie. 
W tym celu zauważmy najprzód Ze położeniem summy linij (3-= dd 
jest jedna i ta sama prosta MN; 
l » (4--3)) 
gdyż w obydwóch razach przechodzi ona przez przecięcie się linij 3 i 4, to jest przez ten sam 
punkt N i jest równoległa do cięciwy bd, przedstawiającćj wielkość i kierunek tak sammy linij 


be Led =(3--4), jako tóż summv linij 49-94 LL, 


Fig j 

Zauważmy następnie że : 

l) Prosta MN rozpatrywana jako położenie summy linij (3 t) przechodzi ($ 14) przez przecięcie 
się skrajnych stron BU i ED dawnego wieloboku Zen rzędu, między któremi zawarte sa linie 3 i 4. 

2) Ta sama prosta MN, rozpatrywana jako położenie summy linij (4 3), przechodzi (na mocy te 
goż $) przez przecięcie się skrajnych stron nowego wieloboku 25° rzędu, zawierających linie 4i 3; 
a temi stronami są tu : linia BJ czyli BC (wyrażająca położenie summy linij wziętych do linii 4) to 
jest (1 -+ 2) i strona KL (wyrażająca położenie summy (I E2--4 +3 


Zatém jedna i ta sama prosta MN powinna przechodzić przez punkt spólny liniom CB i DE 
i ) CB i KL: 


więc linie DE i KL muszą spotykać linię BC w jednym i tym samym punkcie L; a że linie DE i KL 
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są równoległe, zatóm mając jeden punkt spólny, zleją się one w jedną linię prostą, co było do oka- 
zania. 


Następne więc strony wieloboku nowego W”, będa te same co i w wieloboku dawnym; a w sku- 
tek tego położeniem summy linij (1 -2--3-—4—-5)i linij (1-2 -4+3 -+ 5) będzie ta sama pro- 
sta RR. 


Z dowiedzionego w tćj chwili twierdzenia wypada nadto twierdzenie następujące : 


30 Położenie summy danego systemu linij zostanie bez zmiany jeżeli zastapimy pewną liczbę tych linij 
przez ich summe czastkową. 


W saméj rzeczy, okazaliśmy już tę własność dla linij po sobie następujących ; otóż, na mocy po- 
przedniego twierdzenia, możemy, nie zmieniając przez to ani wielkości, ani położenia summy ostate- 
cznćj, przestawić w dodawaniu (to jest w wieloboku 18° rzędu) jakiekolwiek linie tak, że będą one iść 
jedna po drugićj w porządku z góry obranym. Więc twierdzenie obecne sprowadza się do twierdzenia 
już dowiedzionego. 


To twierdzenie wyrażające całą swobodę w grupowaniu linij przy ich dodawaniu, może być 
jeszcze bardzićj uogólnionćm nastepującym wnioskiem z niego wypływającym : 


4° Ostateczna summa danego systemu linij zostanie bez zmiany jeśli zastapimy pewne linie dane przez 
inne linie, których summa ma wielkość, kierunek i położenie summy linij zastąpionych. 


WIELOBOKI BIEGUNOWE 


$ 46. Wykreślenie wieloboku nazwanego przez nas wielobokiem 2e rzędu było logicznóm następ - 
stwem dodawania linij, uważanych nie tylko co do ich wielkości i kierunku, lecz także i co do ich 
rzeczywistego na płasczyznie położenia; gdyż wychodząc z takiego punktu zapatrywania się na linie, 
ich summa powinna być również wyznaczoną, tak co do jéj wielkości i kierunku, jako téż co do jéj 
położenia. Raz więc określiwszy wielkość, kierunki i położenie sammy dwóch linij (o początku była 
mowa w § 26), należało zastosować i przeprowadzić to określenie dla summy jakićjkolwiek liczby 
linij. 

Wynikający, z tak postawionego zadania i z przyjętego określenia położenia summy dwóch jakich- 
kolwiek linij, sposób kreślenia wieloboku, mającego dać nam położenie summy linij, przedstawiał 
wprawdzie trudność otrzymania tą drogą położenia summy linij równoległych; ale niedogodność tę 
potrafiliśmy obejść wprowadzeniem do danego systemu dwóch linij pomocniczych, sobie równych 
przeciwnego kierunku i tego samego położenia. i 


Otóż, jest sposób kreślenia wieloboków (które nazwiemy wielobokami biegunowemi) (*), prowadzą- 


(7 Te wieloboki zwykle są nazywane wielobokami sznurkowemi (polygone funiculaire, Seilpolygon). My zaś naz- 
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cych do otrzymania położenia sammy danych linij, stosujący się również do linij jakichkolwiek i do 
linij równoległych. Wprawdzie, kreślenie włeloboku biegunowego, nie jest bezpośrednim wynikiem sa- 
mego określenia położenia summy dwóch linij, jak to ma miejsce przy kreśleniu wieloboku 22° rzędu, 
ale w gruncie jest ono oparte na tćjże samćj podstawie. 


Z innćj strony wieloboki biegunowe, będąc już przez to ogólniejsze od wieloboku Ze: rzędu że sto- 
sują się one do wszelkich linij, dają w skutek tego wypadki mnićj zupełne; i tak, wtedy gdy rozmaite 
strony wieloboku 2e0 rzędu przedstawiają nam zupełne położenie, bądź summ częściowych, bądź 
summy ostatecznćj wszystkich linij systemu, — strony wieloboku biegunowego dają nam tylko jeden 
punkt tego położenia. Pospieszamy dodać, że ten punkt wystarcza jednak do natychmiastowego wy- 
kreślenia całego położenia summy, co wynika z własności jakie posiadają rozmaite strony wieloboku 
biegunowego. Ściśle więc mówiąc, przez wyznaczenie położenia summy linij, wielobok biegunowy 
może zastąpić w zupełności wielobok 2:0 rzędu, wyłącznie dotychczas przez nas używany. 


Należy nam teraz podać określenie wieloboku biegunowego i zająć się wykazaniem głównych jego 
własności. 


$ 47. Wychodząc z punktu widzenia czysto geometrycznego, możemy powiedzieć, że określenie 
wieloboku biegunowego, nastręcza się z rozpatrywania wieloboków 2s° rzędu, jako prosta uwaga. 
Zobaczymy, że wielobok 280 rzędu jest tylko szczególny wielobok biegunowy i odwrotnie : wielobok 
biegunowy jest nie więcćj jak uogólniony wielobok Ze: rzędu. Nie mnićj jednak, wielobok biegunowy 
jest jednćm z potężniejszych narzędzi, któremi się posługuje Rachunek Wykreślny i jego wprowadze- 
nie przedstawia korzyści, które wielobok 260 rzędu nie zawsze dać jest w stanie. 


Niech będzie dany system czterech linij : 1,2, 3, 4 (fig. 36) ; OabedO — ich wielobok 18° rzędu; a 
HABCE — wielobok 20 rzędu. 


Wprowadźmy do systemu nową linię z dowolną co do swćj wielkości,położenia i kierunku. Jeśli do- 
dawanie linij zaczniemy od z, to jest wykonamy je w porządku z, 1, 2, 3, 4, wtedy dawny początek O 
wieloboku 160 rzędu stanie się końcem linii ©, a początek nowego wieloboku będzie w punkcie P, le- 
żącym zewnątrz wieloboku OabcdO (gdyby zaś, przytóm samém położeniu linii ©, jéj strzałka była 
skierowaną w stronę przeciwną, to jest od O do P, puukt P znalazłby się wewnątrz tego wieloboku). 


Jeżeli następnie, wyprowadzimy z punktu P promienie do rozmaitych wierzchołków a, , c, d i wy- 
kreślimy, sposobem zwyczajnym, wielobok 26 rzędu zaćyó: dla naszego wieloboku 48° rzędu POabcdP, 
to rozmaite strony : T, ań, Gy, y3, Ze, nowego wieloboku 28° rzędu przedstawiać nam będa położenie 


summ linij : c, c-Hl, c+-1-+2, r41 2-3, c-l--2-+-3-]-4. 
Otóż, powiadamy teraz że: 


4° Położenie GH summy dwóch linij 2 i 3, — które jak wiadomo przechodzi przez przecięcie się H 
potożer Minii (1) z położeniem summy linij (I -+ 2-E 3), — przechodzić będzie również przez przecię- 
cie się K położenia summy linij : (c-H 1), czyli strony «5, z położeniem summy linij : (c-E 1 42-43), 
to jest ze stroną dy. 


wiemy je wielobokami biegunowemi dlatego, że nazwisko wieloboków sznurkowych jest ściśle związane z pojęciem 
o siłach mechanicznych ; a u nas linia nie koniecznie ma oznaczać siłę i kwestyę traktujemy z punktu widzenia czysto 
geometrycznego. 


ART. X. 40 
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W samćj rzeczy, połaczywszy punkta G i K linia GK i rozpatrując dwa czworoboki : 


GEK,G i PabcP widzimy, że mają one pięć linij odpowiednio równoległych : 


Pa ab be ch Pb 


się linij 2 i 8, zatém GK wyraża położenie summy linij (2-L3); czyli że trzy punkta: 


G — przecięcia się linij danych 2 i 3, 
H — przecięcia się summ linij $ (1) GO) +2 3) leżą Ki linii prostćj. 
K— » (© 1) i (r--1-12-+-8) z 


2° Okażemy w podobny sposób, że położenie summy linij 2, 314 przechodzące już, jak wiemy, 


D 


przez przecięcie się (E) stron, z których jedna przedstawia położenie linii 1, a druga— położenie summy 
inij 1 --2 +3 --4, — przejdzie również przez pun ke przecięcia się stron : 
ĉe wyrażającćj położenie summy (1-1), 


9 —- 


ce p (c+1-+2—L3-1-4). 
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W tym celu przedłużmy linię 4 do spotkania się jéj w punkcie L z położeniem summy (2+3), i po- 
łączywszy punkta Li «linią L:s, uwaźmy dwa czworoboki: LKsóL i PacdP, w których linie: 


LK, Ke d ôL, Kô, 
ac, aP Pd, cd Pe 
są odpowiednio równoległe; a więc linia Le jest równoległa do at. 
3° Nakoniec położenie summy wszystkich danych nam linij : (A +2 -+ 3 + 4) przechodzi przez prze- 
cięcie się skrajnych stron nowego wieloboku 28° rzędu, to jest przez przecięcie się pierwszćj z jego 
stron ra= z z ostatnią stroną ër =(c--1--2--3-+-4), 
Dla okazania tego należy przedtćm dowieść, że odpowiadające sobie strony : 
CB wyrażająca położenie summy (1-H2--3), w wieloboku dawnym i 
dy » (c +1--2--3) » nowym, 


przecinają się na linii za = £. 


Wiemy już, że strona 3y przedłużona, spotyka stronę ać w punkcie K, leżącym na linii GH. Prze- 
dłużmy teraz stronę CB, czyli linię CH do spotkania się jéj w punkcie L z linia z a połączywszy punkt 
L z punktem K, uważmy dwa czworoboki: HLaK i acPO, w których mamy pięć linij odpowiednio 
równoległych : 


HL, HK, La, Ko, Ha, 
Oc ac OP aP a0 


więc LK jest równoległą do cP, a przeto będzie ona równoległą i do 8y ; otóż linia LK ma ze stroną dy 
jeden punkt K spólny, więc linia LK jest przedłużeniem strony ôy ; co okazuje że przedłużenie strony 


dy nowego wieloboku spotyka linię z w tymże samym punkcie L co i przedłużona strona CB dawnego 
wieloboku. 


Moglibyśmy w podobny sposób dowieść, że strony AB i 6y przecinają również linię z w jednym 
i tymże punkcie M, ale o tém będziemy mówili ogólnićj w następnym paragrafie. 

Z łatwością teraz się przekonamy że punkt D, w którym przecinają się dwie skrajne strony zai % 
nowego wieloboku, znajduje się w położeniu CE summy danych linij : 1-H 2 --3--4. Dosyć będzie, 
połączywszy punkta D i © prostą DC, uważać dwa czworoboki LCD i cOPd, mające pięć linij 
odpowiednio równoległych 


OL, LD, Ds, CA Lë 
Oc OP Pd de De, 


ztąd wypada, że CD jest równoległą do 04; a więc linie CD i CE wychodzące z tego samego punktu 
C i równoległe do Od, muszą stanowić jedną i tę samą prostę ; czyli że punkt D leży na linii DE. 


Z powyższego rozbioru widzimy, że wielobok Ze: rzędu zafyśc zmodyfikowanego systemu linij 
wyznacza położenie summ częściowych : (2-3), (2+-3--4)... tak dobrze, jak wielobok 260 rzędu 
1ABCE systemu danego ; gdyż mając punkta : K, ,. .. dosyć jest poprowadzić równolegle KG, eL,.. 
do cięciw ac, ad, .. . Co zaś do położenia CE summy wszystkich linij  --2-+-3 -+ 4 wielobok 28° rzędu 
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dawny daje nam wprawdzie całą linię CE, wtedy gdy wielobok nowy daje tylko jeden punkt D téj li- 
nii; ale punkt D wystarcza do wykreślenia prostćj CE, także samo jak punkta wyżćj wymienione K, « 
wystarczają do wykreślenia linij KL, «L... 


Dogodność rozpatrywania wieloboku zen, zamiast wieloboku 1ABCE, staje się dotykalną wtedy 
naprzykład, kiedy dane linie 1, 2,3, 4... są równoległe; w tym razie wykreślenie wieloboku 1ABCE 
jest nawet niemożebne, z powodu, że linie dane przecinać się nie będą; otóż, wprowadzenie linii po- 
mocniczćj «© pozwoli nam wykreślić wielobok 2go rzędu systemu zmodyfikowanego i otrzymać jeden 
punkt położenia bądź summ częściowych, badź sammy ostatecznćj; a przez to znanćm nam będzie 
całe położenie tych summ, albowiem ono jest równoległe do linij składających dany nam system. 
Podobna uwaga stosuje się jeszcze i do przypadku kiedy niektóre tylko z linij są równoległe, jako tóż 
kiedy linie dane, chociaż nie będąc równoległe, nie przecinają się w granicach naszego rysunku. 


Uwaga. — Figurę 36 i dotyczące ją objaśnienia rozwinęliśmy w celu uzasadnienia geometrycznego 
określenia wieloboków biegunowych. Określenie to, podawane w niektórych dziełach niezależnie od 
pojęcia o położeniu summy linij, wydaje się samo przez się za suche i przyczyna określenia zostaje 
przez pewien czas dla czytelnika ukrytą. Otóż, uczyniony przez nas niejako wstęp do teoryi wielobo- 
ków biegunowych pozwoli przeczuć natychmiast całą jéj ważność i znaczenie, a towarzyszące wielo- 
bokom biegunowym twierdzenia wykażą, samém już wysłowieniem, potrzebę ich wyprowadzenia i 
użytek na jaki one mogą być przeznaczone. 


S48. Geometryczne określenie wieloboku biegunowego danego systemu linij. — Niech 
będą linie dane : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7T, .. . (fig. 37) dowolnego położenia i kierunku. 


Wychodząc z dowolnego punktu O, wykreślmy wielobok 48° rzędu tych linij : QafzócyE ; punkt O 
będzie jego początkiem, punkt E — jego końcem; linia OE przedstawiać będzie wielkość i kierunek 
summy wszystkich linij systemu, a rozmaite promienie wychodzące z początku O i skierowane ku 
rozmaitym wierzchołkom : a, 6, y, n, E (czyli, używając oznaczania $ 40, ku wierzchołkom 
(4, 2), (2, 8),... (6, 7), (EN, dadzą nam wielkość i kierunek summ częściowych : 


1, +2), 1-23)... 


Weźmy teraz na płasczyznie wieloboku 15 rzędu jakikolwiek punkt P i poprowadźmy promienie; 
PO, Pa, Pó, .. . Pn, PE; otrzymamy pęk linij mających punkt P za węzeł. 


Weźmy nakoniec na płasczyznie wieloboku Ze: rzędu punkt dowolny A i poprowadźmy linię AB 
równolegle do promienia PU ; następnie z punktu B przecięcia się prostćj AB z linią 1, wykreślmy 
prostę BC równolegle do promienia następującego po PO to jest do Pa; poczóm z punktu C prze- 
cięcia się prostćj BC z linią 2 poprowadźmy linię CD równolegle do promienia P6,. .., nakoniec 
z punktu H poprowadźmy prostę HK równolegle do ostatniego promienia PE. W skutek takiego 
wykreślenia otrzymujemy wielobok ABODEFGHK, którego wszystkie strony są równoległe do odpo- 
wiednich promieni wychodzących z punktu P, a wszystkie wierzchołki : B, C, D, E, F, G, H leżą 
na danych liniach 1,2,... 6, 7. 


Wielobok ABC... HK będziemy nazywyli wielobokiem biegunowym względem punktu P; sam aś 
punkt P nazwiemy biegunem tego wieloboku. 


Prosta AB (poprowadzona ku pierwszćj linii 1 systemu) i HK (wyprowadzona od ostatnićj linii 
7 systemu) są skrajnemi stronami wieloboku biegunowego i równoległemi do skrajnych pro- 
mieni PO i PE, 
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§ 49. Zauważmy, że ` 1° Sposób określenia wieloboku biegunowego względem punktu P nie wyzna- 


cza wcale położenia jego stron na płasczyznie, gdyż biorąc zamiast punktu A, inny punkt A za punkt 


wyjścia i prowadząc równoległe : A'B' do promienia PO; BC do Pa,. .. , otrzymamy inny wielobok 


biegunowy ABC ,..., H'K' względem tegoż samego punktu P; tak, że dla jednego i tegoż samego 
i d AM | t $ 


bieguna, wieloboków biegunowych może być ilość nieskończona. Ale wszystkie możliwe wieloboki 


biegunowe wspólne względem punktu P mają ten spólny charakter, że odpowiednie ich strony, są 


względem siebie równoległe, gdyż są one równoległe, z samego określenia, do jednych i tychże 


samych promieni PO, Pa, Pó... PE. 


2” Z innćj strony, biegun P jest także punktem dowolnym; możemy wziąć inny jakikolwiek biegun p 


į utworzywszy pęk linij pO, pa, 76, . .. DE, wykreślić wielobok biegunowy względem punktu p. 


Widzimy zatćm, że wieloboków biegunowych, dla jednego i tegoż systemu linij 4, 2,. ..6, 7, może 


być ilość nieskończona, tak ze względu na swobodę jaka mamy w wyborze punktu A (to jest poło- 
żenia pierwszćj strony wieloboku biegunowego), jako też w skutek wolności co do obrania bieguna P. 
Jednocześnie zmiana punktów A iP pociąga za sobą ` 1) zmianę w położeniu stron wieloboku bie- 


gunowego i 2) zmianę w ich nachyleniu do linii danego nam systemu. Widocznóćm jest, że wszelka 
b t f i i 


prosta AB zgóry i dowolnie poprowadzona, byleby przecinała ona linię 1, winna być uważana jako 


pierwsza strona wieloboku biegunowego; dosyć będzie tylko wziąć za biegun jeden z punktów 


linii OP, poprowadzonćj przez O równolegle do prostćj BA; ale wszystkie inne strony wieloboku będą 


już wskutek tego najzupełnićj wyznaczone. 
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§ 50. Wzajemna zależność rozmaitych wieloboków biegunowych. — Rozmaite wieloboki 
biegunowe, dla jednego i tegoż systemu linij, są między sobą w tak ścisłćj zależności, że znając jeden 
jakikolwiek, będziemy mogli wykreślić natychmiast tyle innych wieloboków ile zechcemy. Okażemy 
to na mocy twierdzenia następującego. 


TWIERDZENIE. — Odpowiednie strony wieloboków biegunowych wykreślonych dla danego systemu linij, 
przecinają się wszystkie po dwie, w punktach leżących na jednéj prostéj równoległćj do tej, która ta- 
czy biegun tych wieloboków. 


Niech będzie wielobok biegunowy ABC. . . HK, danego systemu linij: 4, 2,3,..., 6, 7, wykre- 
ślony względem punktu DP: 


Niech będzie wielobok bieguuowy abe . . . hk, wykreślony względem punktu p. 


Przedłużmy odpowiednie strony ` AB i ab, BG i be,. .. , tych dwóch wieloboków, do spotkania 
się w punktach : g, r, ... Z przecięcia się rozmaitych stron otrzymamy szereg punktów następu- 


jacy : 
AB BC CD DE EF FG GH HK 
| d r D | t | u v w | z 
ab bu cd de ef fa gh hk 


Mamy dowieść, że wszystkie punkta : q, 7, S$, .«. «, w, z, znajdują się na prostéj XY, równoległćj 
do Pp, czyli do prostćj zy, poprowadzonćj przez dwa bieguny + P i p. 


1) Rozpatrując pierwsze dwie strony (AB, ab) i (BC. be) okaże się z łatwością, że linia gr, łącząca 
punkta o i r, jest równoległa do linii Pp; gdyż uważając dwa czworoboki : 


qBbrq, o przekątnych ob i Br, 

POazP, » Op i aP, 
wnosimy, na mocy równoległości pięciu stron : 

gB; Bò, br, gb, Br, 

PO Oe Pa pO De 
że i szóste strony : gr i Pp będą także równoległe. 


2) Rozpatrując dalćj dwie następne strony wieloboków : (BC, be) i (GD, cd) i łącząc punkta ri s 
prostą rs, znajdziemy dwa czworoboki : 


eCrsc, o przekątnych er i sC, 
atpPa, » pa i P6; 


gdzie, z równoległości pięciu linij : 


ef Pa pê pa Pe 
wypada równoległość linij rs i Pp, a zatćm linia rs jest przedłużeniem prostćj gr. 


W podobny sposób okażemy, że lina st jest przedłużeniem linii rs, i t. d., tojest, że wszystkie 
punkta g, r, i s, .. . „w, z, leżąw jednćj linii prostćj, równoległćj do linii Pp. 
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UwacaA. — Jeżeli na prostéj zy weźmiemy inny punkt P' za nowy biegun i wykreślimy względem 
niego wielobok biegunowy A'B'.. . HK, wtedy strony tego nowego wieloboku przetną się z odpo- 
wiedniemi stronami bądź wieloboku AB . . . HK, bądź tćż wieloboku ab . . hk, w punktach leżących 
zawsze na liniach równoległych do zy. X Y'1X'"Y” będą różne, gdyż ich położenie zależeć będzie od 
położenia obranego przez nas po wykreśleniu 1*i strony nowego wieloboku A'B'.. . H'K'. Może się na- 
wetzdarzyć takie szczególne wykreślenie, przy którćm jedna z prostych X'Y' lub X"Y” zleje się z pro- 
sią wy. Ale, jeżeli dla każdego punktu wziętego na prostćj cy będziemy wykreślać wieloboki biegunowe 
w taki sposób, ażeby 15% ich strona przechodziła zawsze przez punkt g, wledy na mocy powyższego 
twierdzenia, będziemy pewni, że wszystkie inne strony wieloboków spotkają się z odpowiedniemi 
stronami wieloboków AB... HKiab. .. AE w punktach : »,s, .. . w, z, położonych na prosićj XY 
poprowadzonćj przez punkt q równolegle do zy. Więc dla takiego sposobu wykreślania wieloboków bie- 
gunowych twierdzenie nasze może być wyrażone w sposób następujący : 


Jeśli biegun wieloboku biegunowego opisuje linię prosta jakakolwiek, rozmaite strony tego wielobo ku 
wirują około punktów STAŁYCH, położonych na prostćj równoległćj do tćj, którą opisuje biegun. 


Kąty, na jakie obracają się rozmaite strony wieloboku biegunowego ABC .. . HK, w czasie przejścia 
bieguna od punktu P do punktu p, są inne dla każdćj strony, gdyż 


kat Bg = kąatowi POp, 
» Bró= » Pap, 
s Dese » êp; 


a wielkość kątów POp, Pap, Póp, . .. „zależy od położenia punktu O, a, 6, . . . „jako téż od wzajemnéj 
odległości biegunów P i p. Więc dla danego wieloboku 48° rzędu 0a% . .. E, zmiana kątów wirowa- 
nia zależy tylko od przemieszczenia bieguna P na prostćj zy. 


Jeśli punkt p zbliża się do punktu P, wtedy wszyskie kąty wirowania Bob, Brb, będą się zmniejszać 
i punkta ġ,c,. .. zbliżać do punktów B, C,...,tak że przy granicy, to jest przy zlaniu się 
punktu p z P, wszystkie punkta staną się zerem i dwa wieloboki biegunowe zleją się w jeden wielo- 
bok ABC... HK biegunowy względem punktu P. Prosta XY przestaje wtedy mieć swoje znaczenie. 


Ale jeśli zamiast prowadzenia strony a przez punkt 4 (czyli, innemi słowy zamiast usłałenia na płas- 
czyznie punktu g, a tém samém i prostćj XY), będziemy kreślić, dla każdego bieguna p, linię ba, za- 
wsze z tego samego punktu b, wtedy przy zmniejszaniu się kala P6p, prosta ba spotka dawną stronę 
BA pod kątem coraz mniejszym, czyli że punkt 4 coraz bardzićj będzie się oddalać w stronę prawą 
rysunku ; lecz przy każdćm położeniu q tego punktu, odpowiednie strony dwóch wieloboków biegu- 
nowych zawsze się będą przecinały na prostćj X'Y' poprowadzonćj przez punkt g' równolegle do Pp; 
w miarę zbliżania się punktu p do P, X'Y' będzie coraz więcćj się oddalać od prostćj XY i kiedy 
punkt p zleje się zP, prosta na którćj będą leżeć punkta przecięcia się odpowiednich stron dwóch 
wieloboków ABC ...HK i oke... Ak znajdzie się w nieskończoności, to znaczy że te strony staną 
się równoległemi; ale teraz obydwa wieloboki są biegunowemi względem punktu P ; więc wieloboki 
biegunowe względem jednego i tego samego punktu, mają swe strony odpowiednio równoległe. 

Ta konkluzya nie przedstawia nam nic nowego, gdyż jest już ona zawartą w samém określeniu wie- 
loboku biegunowego ; wiemy bowiem z góry, że nie tylko strony wieloboku obec, . Ak, ale i wszel- 
kiego innego w podobny sposób wykreślonego, staną się równoległemi do odpowiednich stron wie- 
loboku ABC . . . HK, przy zlaniu się punktu p z punktem P. 
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$ 54. TWIERDZENIE. — Mając wykreślony jeden jakikolwiek wielobok biegunowy, dla danego sy- 
stemu linij, będziemy mogli wykreślić natychmiast tyle innych wieloboków ile śię podoba dla tegoż syste- 
mu ; to jest wszystkie inne wieloboki biegunowe otrzymamy drogą daleko prędszą od tćj, która 
służy do bezpośredniego ich wykreślenia. 


W saméj rzeczy, niech będzie dany (fig. 37) wielobok biegunowy ABC... HK, względem 
punktu P. Ażeby wykreślić wielobok biegnnowy względem innego jakiegokolwiek punktu p, nie ma 
potrzeby ani prowadzenia pęku Żinij, czyli przecięcia wychodzących z punktu p i skierowanych ku 
rozmaitym wierzchołkom O, œ. E, e, E wieloboku ls" rzędu, ani téż kreślenia linij równole- 
głych do tych promieni; dosyć będzie 


4) Poprowadzić równoległe do linii Pp prostę XY dowolnego położenia ; 
p p prosię gor 


2) Przedłużyć wszystkie strony AB, BC,..., GH, HK danego nam wieloboku do przecięcia się 
z prostą XY w punklach q, r,s,. .. w, z; 


3) Poprowadzić przez punkt g linię ob równoległą do promienia p0. 


Uskuteczniwszy trzy te wykreślenia, rozmaite strony nowego wieloboku zejdą się, że tak powiemy 
jednym ciągem, a mianowicie : mając punkt % łączymy go z punktem r i bierzemy część bc otrzyma- 
néi ztąd linii br, zawartą między linia t i linia 2 ; Ae będzie drugą stroną szukanego wieloboku. Tak 
samo postępujemy z punktem c; który połączony z punktem s da nam prostę cs; ta prosta przedłu- 
żona do spotkania się z linia 3 w punkcie d, stanowić będzie trzecią stronę naszego wieloboku; 
w podobny sposób znajdziemy czwartą stronę wieloboku, łącząc otrzymany w tćj chwili punkt d 
z punktem £ i ograniczając prostę di w punkcie e, w którym jest ona spotkaną przez położenie linii 4. 
it.d., aż przyjdziemy do ostatniego punktu A, leżącego na ostalnićj linii 7; punkta h i z wyznaczą 
nam ostatnią stronę kk szukanego wieloboku. 


Należy teraz okazać, że tak znalezione strony bc, cd, ... Ak będą stronami wieloboku biegunowego 
względem punktu p, to jest, że są one równoległe do promieni wyprowadzonych z bieguna p do roz- 
maitych wierzchołków wieloboku te” rzędu Oać .. . a. Otóż poprowadziwszy promień pa, widzimy, że 
w dwóch czworobokach qBbrq i POapP, wszystkie strony prócz stron br i pa są odpowiednio równo- 
ległe zatém i br będzie równoległą do promienia pa. W podobny sposób okaże się, że strona cs, czyli 
cd jest równoległą do promienia DÉI t, d., wielobok abe.. AE będzie zatém wielobokiem biegunowym 
względem punktu p. 

Jeżeli punkt p, względem którego szukany wielobok ma być biegunowym, nie jest nam z góry ozna- 
czony, tojest, jeśli mamy wykreślić jakikolwiek wielobok biegunowy dla danego systemu linij, w ta- 
kim razie będziemy mieli więcćj wolności, gdyż poprowadzimy wtedy: 

1) Prostę XY nie tylko dowolnego położenia, ale i dowolnego nachylenia, 

2j Z punktu q linię gb zupełnie dowolną co do jéj nachylenia względem innych linij. 


Poczém dalsze wykreślenia wykonamy jak wyżćj. Ażeby znaleźć punkt, względem którego wielobok 
tak wykreślony będzie biegunowym, dosyć jest przez biegun dany P poprowadzić prostę zy równolegle 
do prostój XY w tćj chwili przez nas obranćj, a przez początek O wieloboku Ier rzędu nakreślić, ró- 
wnolegle do linii gb, prostę Op; punkt p w którym linia Op spotyka linię cy, będzie biegunem nowo- 
wykreślonego wieloboku. 


KONIEC CZEŚCI PIERWSZEJ. 


L 
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